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Streszczenie

Temat pracy: Optymalizacja procesu sterowania pociskiem rakietowym wyposazonym

w gazodynamiczny modut sterujacy.

Celem pracy byto opracowanie algorytmu sterowania pociskiem rakietowym typu
ziemia-ziemia wyposazonym w gazodynamiczny modut sterujacy, sktadajacy sie z zestawu
silnikéw korekcyjnych na staty materiat pedny, ktory zapewnitby trafienie w cel naziemny
o znanych wspoétrzednych z wymagang doktadnoscia i wykorzystat w tym celu minimalna
ilog¢ energii. Algorytm ten miat opiera¢ sie o baze danych rozwigzan uzyskanych w proce-
sie optymalizacji, a sterowanie miato odbywa¢ sie w petli otwartej z korekcja w ostatniej
fazie lotu. W ramach prac opracowano matematyczny model rakiety, ktory zostal zwe-
ryfikowany oraz zwalidowany wykorzystujac dane i wyniki testow lotnych opracowanej
na PW rakiety RPT ORION. W celu rozwiazania postawionego zagadnienia opracowano
specjalng procedure optymalizacji. Uktad sterowania uproszczono do postaci dwoch cia-
glych parametrow sterujacych. Optymalizacje przeprowadzano z uzyciem oprogramowa-
nia IPOPT. Sprawdzono dziatanie dwoch metod: bezposredniej i posredniej. W pierwszej
metodzie zagadnienie to traktowano jako problem optymalizacji nieliniowej, a w dru-
giej gradient funkcji kosztu wyznaczono korzystajac z teorii sterowania optymalnego pod
postacig Zasady Maksimum Pontryagina. Niezbedne gradienty i jakobiany obliczano sto-
sujac metode automatycznego rézniczkowania wykorzystujac pakiet ADOL-C. Uzyskane
w procesie optymalizacji przebiegi czasowe parametréw sterujagcych zamieniano w proce-
durze dyskretyzacji na czasy i kierunki odpalen silnikéw korekcyjnych. Przeprowadzajac
te obliczenia dla wielu warunkéw poczatkowych opracowano baze danych rozwiazan skta-
dajacy sie z sekwencji odpalen silnikow korekcyjnych oraz odpowiadajacej im trajektorii
referencyjnej. Opracowano docelowy algorytm sterujacy oraz przedstawiono wyniki jego
dziatania. Potwierdzono, ze pozwala on na znaczaca redukcje dyspersji miejsc upadku

wzgledem klasycznych metod sterowania.

Stowa kluczowe: symulacja, sterowanie optymalne, rakiety






Abstract

Thesis title: Optimization of control strategy for a gasodynamically controlled projectile.

The aim of the thesis was to develop a control algorithm for a surface-to-surface
missile equipped with a gasodynamic control module consisting of a set of solid-propellant
correction thrusters, that would ensure hitting a ground-based target with the required
accuracy and using minimum amount of energy. The control approach was based on a
database of solutions obtained through optimization and was implemented as open-loop
control with final-phase trajectory correction. As part of the work, a mathematical model
of the missile was developed, verified, and validated using data and results from flight tests
of the RPT ORION missile developed at Warsaw University of Technology. To solve the
posed problem, a dedicated optimization procedure was created. The control system was
simplified to two continuous control parameters. The optimization was conducted using
the IPOPT software. Two methods were examined: the direct method and the indirect
method. In the first method, the problem was treated as a non-linear optimization task,
while in the second, the cost function’s gradient was derived using optimal control theory
in the form of Pontryagin’s Maximum Principle. Necessary gradients and Jacobians were
computed using automatic differentiation with the ADOL-C library. The time profiles of
the control parameters obtained through optimization were discretized into ignition times
and directions for the correction thrusters. By performing these calculations for various
initial conditions, a solution database was created consisting of thruster’s firing sequences
and corresponding reference trajectories. The final control algorithm was developed and
its performance results were presented. It was confirmed that the algorithm significantly

reduces the dispersion of impact points compared to classical control methods.

Key words: simulation, optimal control, missiles
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Wykaz skr6téw i oznaczen

CAD
CEP
HIL
IMU
INS
ISA
LOS
MIL
NLP
PIL
PNG
PW
RPT
SIL
WGS-84
ZMP

Computer Aided Design

Circular Error Probable
Hardware-In-the-Loop

Inertial Measurement Unit
Inertial Navigation System
International Standard Atmosphere
Line Of Sight

Model-In-the-Loop

Non-Linear Programming
Processor-In-the-Loop
Proportional Navigation Guidance
Politechnika Warszawska
Rakietowa Platforma Testowa
Software-In-the-Loop

World Geodetic System 1984

Zasada Maksimum Pontryagina

Macierz jednostkowa

Promien Ziemi na rowniku, [m|

Predkos¢ dzwieku, [m/s]

Wspoétezynniki do wyznaczenia cisnienia saturacji pary wodnej dla lodu
Progowa wartos¢ przyspieszenia bocznego dla wystania sygnalu odpalenia
silnika korekcyjnego, [m/s?|

Wspotezynniki do wyznaczenia cisnienia saturacji pary wodnej dla wody
Wektor przyspieszenia srodka masy, [m/s?|

Zadany wektor przyspieszenia, [m/s?]

Wektor przyspieszenia punktu polozenia czujnika inercjalnego, [m/s?|
Wektor przyspieszenia zwracany przez model akcelerometru, [m/s?]
Powierzchnia wylotowa dyszy, [m?|

Blad przesuniecia zera na osi i = x,v, z, [m/s?| lub [rad/s]

Promien Ziemi na biegunie, [m]

Wspotezynnik bledu sprzezen skrosnych miedzy osiami ¢ = x,y, 2z oraz
j=92 [

Wspotczynnik momentu przechylajacego, |-]

Wspotcezynnik momentu przechylajacego wymuszajacy obrot, [-]
Pochodna wspoétczynnika momentu przechylajacego po predkosci katowej

przechylania, |1 /rad|
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Pochodna wspoétczynnika momentu przechylajacego wyzszego rzedu,
[1/rad?]

Wspotezynnik momentu pochylajacego, [-]

Pochodna wspétczynnika momentu pochylajacego po kacie natarcia,
[1/rad]

Pochodna wspoétczynnika momentu pochylajacego po predkosci katowej
pochylania, [1/rad]

Wspotezynnik momentu odchylajacego, [-|

Pochodna wspolczynnika momentu odchylajacego wyzszego rzedu, |1/rad?|
Pochodna wspétczynnika sity normalnej po predkosci katowej pochylania,
[1/rad]

Pochodna wspolczynnika sity normalnej po kacie natarcia, [1/rad]
Wspotezynnik sity osiowej, [-|

Wspotcezynnik sity osiowej przy niepracujacym silniku gtéwnym, [-]
Wspotezynnik sity osiowej przy pracujacym silniku gtownym, |-]
Pochodna wspoétczynnika sity osiowej po kwadracie catkowitego kata
natarcia, [1/rad?|

Wspotezynnik sity bocznej, |-

Pochodna sity bocznej wyzszego rzedu, |1/rad?|

Wspotcezynnik sity normalnej, [-]

Macierz transformacji z uktadu rakiety (B) do uktadu wyrzutni (R)
Macierz transformacji uktadu zwiazanego z linia wizowania (LOS) do
uktadu nawigacyjnego (N)

Macierz transformacji z uktadu nawigacyjnego (N) do ukladu rakiety (B)
Macierz transformacji z uktadu i-tego silnika korekcyjnego (SK;) do
uktadu rakiety (B)

Macierz transformacji z uktadu silnika gtownego (T) do ukladu rakiety (B)
Srednica rakiety, [m]

Ciagtla funkcja prawych stron

Ciagla funkcja prawych stron dla znormalizowanego czasu

Wektor obcigzen czynnych

Wektor obcigzen reakcji od wyrzutni

Dyskretna funkcja prawych stron

Sita ciagu silnika glownego, [N]

Sita ciagu i-tego silnika korekcyjnego, N]

Wektor sit aerodynamicznych, [N]

Wektor sit dzialajacych na rakiete, [N]

Wektor sit grawitacji, [N]
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L,

L,

Ir

J, Ji, Jo, Ja
J

Wektor sit od ukladu sterowania, [N]
Wektor sit ciagu silnika gtownego, [N]
Przyspieszenie grawitacyjne zgodne z ISA, [m/s?]
Przyspieszenie grawitacyjne w funkcji szerokosci geograficznej, [m/s?|
Przyspieszenie grawitacyjne, [m/s?|
Wektor przyspieszenia grawitacyjnego, [m/s?|
Macierz uwzgledniajaca wpltyw przyspieszen na warto$¢ wskazan
giroskopu, [rad-s/m]|
Wysokosé¢, [m]
Wysoko$¢ geopotencjalna, [m]
Impuls calkowity silnika gléwnego, [Ns]
Impuls catkowity i-tego silnika korekcyjnego, [Ns]
Moment bezwtadnosci gtowny silnika korekcyjnego wzgledem osi i = x, ¥, z,
[kg-m?|
Moment bezwtadnosci wzgledem osi ¢, gdy ciatlo obracane jest wzgledem
osi j, (i.j = 2.y, 2), [kgm?)
Macierz momentéw bezwladnosci, [kg-m?|
Macierz momentéw bezwladnosci rakiety w chwili startu, [kg-m?|
Macierz momentow bezwladnosci rakiety po koncu pracy silnika gtéwnego,
kg m?|
Macierz momentow bezwladnosci i-tego silnika korekcyjnego, [kg-m?|
Macierz momentow bezwladnosci rakiety, [kg-m?]
Funkcja kosztu
Jakobian funkcji wiezow nieholonomicznych
Numer kroku czasowego
Koszt ciggly
Dolna granica danych statystycznych
Sktadowa podluzna momentu dzialajacego na rakiete, [Nm)|
Lagrangian
Masa rakiety, [kg]
Masa rakiety w chwili startu, [kg]
Masa rakiety po koncu pracy silnika gtownego, |kg]
Masa materialu pednego i-tego silnika korekcyjnego, [kg|
Masa materiatu pednego silnika gtownego, [kg|
Liczba parametrow sterujacych w jednej ptaszczyznie
Sktadowa boczna momentu dzialajacego na rakiete, [Nm)|
Liczba Macha, [-]
Macierz masowa
Wektor momentéw aerodynamicznych, [Nm]|
Wektor momentow dziatajacych na rakiete, [Nm]
13
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Tego

ngk
ngsk,Lv
rCQR
rcywi

rvu

RTM

Wektor momentéw od uktadu sterowania, [Nm)]

Wektor momentow od sity ciagu silnika glownego, [Nm)|

Stata nawigacji proporcjonalnej

Liczba parametrow optymalizacyjnych

Liczba krokéw czasowych

Sktadowa pionowa momentu dzialajacego na rakiete, |[Nm)|

Liczba silnikow korekcyjnych

Zadane przyspieszenie normalne do linii wizowania, [m /s?]
Cisnienie, |Pa|

Ci$nienie w miejscu startu rakiety, [Pal

Ci$nienie odniesienia dla ciagu silnika glownego, [Pa]

Cisnienie pary wodnej w stanie saturacji, [Pal

Ci$nienie czastkowe pary wodnej, [Pa]

Predkos¢ katowa przechylania, [deg/s]

Flaga oznaczajaca dziatanie silnika gtéwnego

Sktadowa i = 0, 1,2, 3 kwaternionu. [-|

Cisnienie dynamiczne, [Pa]

Kwaternion, [-]

Predkos¢ katowa pochylania, [deg/s|

Pierwszy i trzeci kwartyl

Odlegtos¢ punktu na szerokosci geograficznej ¢ od srodka Ziemi, |m]
Predkos¢ katowa odchylania, [deg/s]

Stala gazowa mieszaniny powietrza i pary wodnej, [J/molK]

Stata gazowa powietrza, [J/molK]|

Wzgledna wilgotnos$é powietrza, |-

Wektor potozenia punktu referencyjnego momentoéw aerodynamicznych,
[m]

Wektor polozenia tylnego §lizgacza wzgledem ukladu (B), [m)]
Wektor polozenia §rodka cigzkosci, |m]

Wektor polozenia srodka cigzkosci rakiety w chwili startu, [m)]
Wektor potozenia $rodka ciezkosci rakiety w momencie kotica pracy silnika
glownego, |m]

Wektor polozenia srodka ciezkosci i-tego silnika korekcyjnego, [m]
Wektor polozenia srodka ciezkosci rakiety, [m]

Wektor potozenia Srodka ciezkosci i-tego silnika korekcyjnego wzgledem
srodka ciezkosci rakiety, [m]

Wektor polozenia czujnika inercjalnego, [m]

Wektor potozenia rakiety w ukladzie nawigacyjnym, [m|

Wektor wzglednego polozenia celu w uktadzie nawigacyjnym, [m]
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VNce

VNivu

VR

Funkcja wiezow nieholonomicznych
Zmienna zespolona w dziedzinie Laplace’a
Blad skali na osi i = z,y, z, ||
Powierzchnia referencyjna, [m?|
Cras, |3
Granice przedzialow catkowania przy dyskretyzacji, |s|
Czas odpalenia i-tego silnika korekcyjnego, |[s]
Progowy czas zadziatania uktadu sterowania, [s]
Czas od uruchomiania ostatniego silnika korekcyjnego, |s]
Czas odpalenia i-tego silnika korekcyjnego po dyskretyzacji, [s]
Wektor czasow odpalenia silnikow korekcyjnych, [s]
Temperatura, [K]
Temperatura w miejscu startu rakiety, [K]
Poczatkowy czas symulacji, [s]
Stata czasowa modelu pierwszego rzedu wygtadzajaca wspotezynnik oporu,
[s]
Czas koricowy symulacji, [s]
Cras probkowania, |s|
Predkos¢ podtuzna rakiety wzgledem powietrza, [m/s]
Parametr sterujacy w plaszezyznie pionowej (V) i poziomej (H), [-]
Wektor sterowan
Predkos¢ podtuzna, [m/s|
Gorna granica danych statystycznych
Parametry sterujace, |-|
Predkos¢ boczna rakiety wzgledem powietrza, [m/s|
Predkos$¢ wiatru, [m/s]
Predkos$¢ boczna, [m/s]
Wektor predkosci liniowych, [m/s]
Wektor predkosci rakiety wzgledem powietrza, [m/s|
Wektor predkosci §rodka masy rakiety w ukladzie nawigacyjnym, [m/s]
Wektor predkosci punktu zamocowania czujnikéw inercjalnych w uktadzie
nawigacyjnym, [m/s]
Wektor predkosci liniowych miejsca styku tylnego $lizgacza z wyrzutnia,
[m/s]
Wektor predkosci wiatru w uktadzie nawigacyjnym, [m/s]
Predkos¢ zblizania w plaszczyznie ij uktadu nawigacyjnego, [m/s
Wektor predkosci zblizania, [m/s|
Predkos¢ pionowa rakiety wzgledem powietrza, [m/s]
Predkos¢ pionowa
Sktadowa podtuzna srodka ciezkosci, [m)|
15
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Legy

Sktadowa podtuzna srodka ciezkosci w chwili startu rakiety, |m]|
Sktadowa podltuzna srodka ciezkosci po koncu pracy silnika gtownego, [m]
Wektor zmiennych stanu

Warunki poczatkowe wektora zmiennych stanu

Sktadowa polozenia rakiety w kierunku potnocnym, [m]

Sktadowa podluzna sity dziatajacej na rakiete, [N]|

Skladowa podluzna wzglednego potozenia celu, [m]

Wektor wspotrzednych celu, [m]

Sktadowa boczna $rodka cigzkosci, |m)|

Sktadowa boczna §rodka ciezkosci w chwili startu rakiety, [m]|

Sktadowa boczna $rodka ciezkosci po koncu pracy silnika gtownego, [m]
Sktadowa polozenia rakiety w kierunku wschodnim, |m]|

Sktadowa boczna sity dzialajacej na rakiete, [N]

Skladowa boczna wzglednego potozenia celu, [m)]

Sktadowa pionowa s$rodka cigzkosci, [m|

Sktadowa pionowa srodka ciezkosci w chwili startu rakiety, |m|
Skladowa pionowa $rodka ciezkosci po konicu pracy silnika gléwnego, [m]
Sktadowa polozenia rakiety w kierunku "w dot", [m]

Sktadowa pionowa sity dzialajacej na rakiete, [N]

Skladowa pionowa wzglednego potozenia celu, [m|

Kat natarcia, |deg|
Calkowity kat natarcia, [deg|
Kat $lizgu, |deg]
Faza bledu kierunku odpalenia silnika korekcyjnego, [deg|
Wartosé progowa kata fazy bledu v, [deg]
Kat pochylenia, |deg]
Wartos¢ progowa kata pochylenia dla zadziatania algorytmu sterowania,
|deg]
Kat pochylenia sity ciagu, [deg]
Kat linii wizowania z plaszczyzna ij uktadu nawigacyjnego, [deg|
Wektor mnoznikéw Lagrange’a
Wektor katow linii wizowania z plaszczyznami ukladu nawigacyjnego, [rad]
Wspotcezynnik ttumienia akcelerometru, [-|
Wspotezynnik ttumienia giroskopu, |-]
Gestosé powietrza, [kg/m?|
Szum modelu akcelerometrow, [m/s?|
Szum modelu giroskopow, [rad/s|
Minimalny czas miedzy uruchomieniami kolejnych silnikéw korekcyjnych,
[s]
16
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Tsk

(bsk‘i
¢$ki

wmeas

Bezwymiarowy czas, |-

Opoznienie zadziatania splonki silnika korekcyjnego, [s]

Czas, po ktorym silnik korekcyjny wykorzysta potowe swojej energii, [s]
Szerokosé¢ geograficzna, [deg|

Kat przechylenia, na ktorym znajduje sie i-ty silnik korekcyjny, [deg]
Kierunek odpalenia i-tego silnika korekcyjnego po dyskretyzacji, |deg|
Aerodynamiczny kat przechylenia, [deg]

Kierunek dzialania ciagu silnika korekcyjnego, [deg]

Wektor kierunkow odpalenia silnikow korekcyjnych, [deg]

Kat przechylenia, [deg]

Koszt koncowy

Kat przechylenia sity ciagu, [deg]

Katowe polozenie i-tego silnika korekcyjnego na obwodzie rakiety, [deg]
Kierunek meteorologiczny wiatru, [deg]

Kat odchylenia, [deg]

Czestos¢ drgan wlasnych akcelerometru, |rad/s|

Czestos¢ drgan wlasnych giroskopu, [rad/s]

Wektor predkosci katowych, [deg/s|

Wektor predkosci katowych zwracanych przez model giroskopu, [rad /s
Macierz predkosci katowych stuzaca do propagacji kwaternionu, [deg/s]
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1 Wstep

We wspotczesnych dzialaniach wojennych wida¢ bardzo duzy udziat wszelkiego
rodzaju rakiet, ktorych celem jest zwalczanie stacjonarnych i ruchomych obiektow prze-
ciwnika na krotkich, srednich, czy bardzo duzych dystansach. Rakiety mozna generalnie
podzieli¢ na sterowane i niesterowane [1]. Do tej pierwszej kategorii najczesciej zalicza sie
rakiety przeciwlotnicze (ziemia-powietrze) oraz walki powietrznej (powietrze-powietrze).
Rakiety ziemia-ziemia oraz powietrze-ziemia moga generalnie naleze¢ do obu kategorii.
Glownym problemem rakiet niesterowanych typu ziemia-ziemia jest celnos$¢. Losowosé wa-
runkéw atmosferycznych w czasie lotu, a takze niedoktadnosci wykonania kazdego pocisku,
czy prowadnic startowych, powoduja, ze nawet przy doktadnym celowaniu i ustawieniu
wyrzutni w odpowiednim kierunku odlegto$é¢ uderzenia rakiety od celu moze wynosic¢, w
zaleznosci od jej zasiegu, nawet kilkaset metrow. Z tego wzgledu rakiety takie wysytane
sa w salwach wynoszacych do ponad stu egzemplarzy. Taka ilo$¢ znacznie zwieksza koszt
operacji wojskowej, a takze, ze wzgledu na duzy rozrzut miejsc upadku, moze powodo-
wac¢ bardzo duzo zniszczen ubocznych. Uzycie rakiet sterowanych powoduje, ze mozliwe
staje sie precyzyjne razenie celu, lub co najmniej wielokrotne zmniejszenie rozrzutu, co
znaczaco zmniejsza ilos¢ niezbednych do wystrzelenia rakiet pozwalajacych na spelnienie
celu misji. Odcigza to takze logistyke zwiazang z transportem rakiet do miejsca dzia-
tan, a takze powoduje zmniejszenie strat ubocznych w postaci zniszczonej infrastruktury
cywilnej czy strat wérod ludnosci. Wyposazenie pocisku w uklad nawigacji i sterowania
zwieksza jednak koszty produkceji pojedynczego egzemplarza. Wazne jest wiec, aby moc
zaprojektowac taki system w sposob niedrogi i mato skomplikowany. W niniejszej pracy
glowny nacisk potozony zostatl na rakiety kierowane typu ziemia-ziemia wyposazone w

gazodynamiczne moduly sterujace.

Systemy sterowania rakiet podzieli¢é mozna na aerodynamiczne i gazodynamiczne
[2, 3]. Zmiane trajektorii rakiety przy sterowaniu aerodynamicznym uzyskuje sie poprzez
wychylenia réznego rodzaju powierzchni nosnych, ktére moga znajdowac sie w przedniej,
tylnej lub srodkowej czesci kadtuba. Zaletg takich systeméw jest mozliwosé zmiany za-
rowno kierunku jak i warto$ci generowanej sity, co pozwala na doktadne odwzorowanie
zadanych przez uklad naprowadzania przyspieszen i precyzyjne razenie celu, co czyni je
popularnie stosowanym rozwigzaniem. Istotna ich wada jest natomiast ograniczone pasmo
przenoszenia co przektada sie na trudnosci w realizacji szybkich i precyzyjnych manew-
row, szczegdlnie w koncowej fazie lotu. Uklady te charakteryzuje réwniez zalezno$é¢ od
predkosci i wysokosci lotu rakiety. Aby dysponowaé odpowiednia efektywnoscig sterow
rakieta musi poruszaé¢ sie w atmosferze i z dos¢ duza predkoscia. Wymagane sa takze
uktady wykonawcze sterowania odpowiedniej mocy, aby mogtly sie one przeciwstawi¢ mo-
mentom zawiasowym na osiach steréw, a takze odpowiednie dla nich Zrodia zasilania.

Wszystkie te elementy wplywaja oczywidcie na zwiekszenie kosztu, masy oraz skompli-
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kowania calego uktadu. Sterowanie gazodynamiczne mozna podzieli¢ na wektorowanie
ciggu oraz silniki korekcyjne. Pierwszy typ wymaga dziatajacego silnika gléwnego, ktory
w przypadku niektérych rakiet moze pracowaé tylko przez kilka pierwszych sekund lotu.
Wymaga to takze skomplikowanych uktadéw wykonawczych, ktére musza powodowac od-
chylenie strug gazow wylotowych od osi rakiety. Drugi typ stanowia uktady sktadajace sie
z silnikoéw korekcyjnych, najczesciej wykorzystujacych staty material pedny. Uktady takie
nie podlegaja ograniczeniom typowym dla steréw aerodynamicznych. Moga one dziatac¢
w szerokim zakresie predkosci lotu, zapewniajac wiekszg swobode manewrowania, szcze-
golnie w zakresie bardzo malych predkosci, gdzie sterowanie aerodynamiczne nie moze
by¢ wykorzystywane. Mozliwos¢ uzyskania natychmiastowych impulséw sterujacych zna-
czaco poprawia zdolnos¢ korygowania trajektorii rakiety w krotkim czasie. Ich zalety jest
takze prostota wykonania oraz mozliwos¢ dziatania poza atmosfera. Uktady takie glownie
wykorzystywane sa do zmiany orientacji rakiety zaraz po wyjsciu z wyrzutni lub stero-
wania trajektorig rakiety w gornych partiach atmosfery, gdzie powierzchnie nosne traca
efektywnos¢. Glowna wadg tych ukladow, w zastosowaniu do rakiet typu ziemia-ziemia,
jest natomiast mozliwos¢ kontrolowania tylko czasu i kierunku dziatania poszczegolnych
silnikow, bez mozliwo$ci wptywu na wartosé¢ generowanej sity. Powoduje to trudnosé w
odpracowaniu przyspieszen zadanych przez uklad naprowadzania i tym samym problem
celnodci trafienia. Istnieje wiec potrzeba opracowania algorytmu sterowania takim ukta-
dem, zwiekszajacego celnosé, aby wykorzysta¢ jego zalety wzgledem uktadéw aerodyna-

micznych.

Na Politechnice Warszawskiej (PW) od wielu lat rozwijane sg technologie rakie-
towe. Projektowane sg zaréwno konstrukcje mechaniczne, uktady sterowania, a takze two-
rzone sa doktadne modele matematyczne wraz z systemami naprowadzania i sterowania.
Zespol Politechniki Warszawskiej dysponuje réwniez duzym doswiadczeniem planowania
i przeprowadzania testow lotnych, a takze agregacji i dokladnej analizy wynikéw strzelan.
W ostatnich latach, w ramach projektu badawczego finansowanego przez Narodowe Cen-
trum Badan i Rozwoju, projektowany byl gazodynamiczny uklad sterowania dla rakiety
kalibru 122 mm wraz z algorytmami nawigacji i sterowania, ktory mogtby by¢ zastosowany
na dotychczas niesterowanych pociskach tego kalibru, ktore naleza do wyposazenia Wojska
Polskiego. Aby wpasowac sie w rozwo6j kompetencji PW w zakresie technologii rakietowych
z naciskiem na gazodynamiczne uktady sterowania, za cel niniejszej pracy postawiono
opracowanie algorytmu sterowania pociskiem rakietowym typu ziemia-ziemia wyposazo-
nym w gazodynamiczny modut sterujacy sktadajacy si¢ z zestawu rakietowych silnikow
korekcyjnych na staly material pedny. Algorytm ten mialby za zadanie minimalizacje
btedu trafienia w cel naziemny o znanych wspotrzednych geograficznych, a takze minima-
lizacje zuzycia energii w ukltadzie sterowania, co przektada sie na ilos¢ uzytych silnikow
korekcyjnych. Efektywnos¢ wykorzystania ukltadu wplywa na mase rakiety. Zmniejszenie

iloéci niezbednych silnikow, zachowujac doktadnosé trafienia, pozwoli¢ moze na zwiek-
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szenie zasiegu rakiety lub zwiekszenie masy glowicy bojowej. Ze wzgledu na impulsowy
charakter uktadu sterowania nie liczylo sie bezposrednie trafienie w cel, lecz zmniejszenie
rozrzutu miejsc upadku w stosunku do rakiet niesterowanych oraz sterowanych z uzyciem
klasycznych algorytméw sterujacych, takich jak nawigacja proporcjonalna lub podazanie
za trajektoria referencyjna. Opracowany algorytm wykorzystuje metody optymalizacji,
aby wyznaczy¢ czasy i kierunki odpalenia poszczegolnych silnikéw korekcyjnych realizu-
jac cel minimalizacji. Aby mozliwe byto zastosowanie metod optymalizacji dedykowanych
do uktadéw cigglych, w celu znalezienia rozwigzania dla impulsowego ukladu sterowa-
nia, niezbedne bylo podzielenie jej na dwie czesci. Najpierw uktad impulsowy zamieniono
na uktad ciagly otrzymujac ciagla funkcje sterujaca, ktora podlegata optymalizacji, a
nastepnie jej wynik dyskretyzowano, w celu uzyskania kierunkéw i czaséw odpalen po-
szczegolnych silnikow korekcyjnych. Majac dany model matematyczny rakiety uzyskuje
sie w ten sposob sterowanie w petli otwartej. Przeprowadzajac takie obliczenia dla wielu
warunkow poczatkowych otrzymuje sie baze danych sktadajaca sie z wynikowych od-
palen silnikow oraz odpowiadajacych im trajektorii referencyjnych. Aby zamkngé petle
sprzezenia zwrotnego w docelowym algorytmie sterowania, na podstawie aktualnego stanu
rakiety, wyszukuje sie w bazie danych rozwiazania najlepiej odpowiadajace obecnym wa-
runkom lotu. Aby zwiekszy¢ dokladnosé trafienia w konicowej fazie lotu wykorzystuje sie
dodatkowo jedng z klasycznych metod sterowania, ktéra kosztem nieznacznego zwieksze-
nia zuzytej energii, zmniejszy btad trafienia wynikajacy z réznic miedzy uzyta trajektoria
referencyjng z bazy danych, a faktyczna trajektorig lotu rakiety.

Struktura pracy zostala podzielona na nastepujace czesci. Rozdzial 2 przedstawia
przeglad literatury skupiajacy sie na metodach optymalizacji i sterowania optymalnego,
a takze dotychczasowych podejsciach do naprowadzania rakiet ziemia-ziemia na cele sta-
cjonarne, szczegdlnie wykorzystujacych gazodynamiczne uklady sterowania. Rozdzial 3
wyjasnia problem badawczy bedacy celem pracy oraz przedstawia metodyke podejscia do
jego rozwiazania. Model matematyczny i symulacyjny rakiety opisane zostaly w rozdziale
4, a ich weryfikacja i walidacja bazujaca na danych rzeczywistej rakiety oraz wynikach
jej testow lotnych przedstawiona zostala w rozdziale 5. Rozdzial 6 poswiecony zostal
metodom optymalizacji. Opisze on wykorzystane oprogramowanie oraz sformutuje pro-
blem optymalizacyjny i metody jego rozwigzania. W rozdziale 7 przedstawione zostanie
podejsécie do transformacji wynikéw optymalizacji na czasy i kierunki odpalen silnikow
korekcyjnych. Docelowy algorytm sterowania, wraz z metodyka generacji bazy danych,
zostal opisany w rozdziale 8, gdzie przedstawione zostaly réwniez wyniki jego dziatania.
Na koncu pracy znajduje sie podsumowanie przeprowadzonych badan wraz z wnioskami

i planami na przysztosc.
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2 Przeglad dotychczasowych rozwigzan

Gazodynamiczne uktady sterujace wykorzystujace silniki korekcyjne na staty mate-
rial pedny sa czesto wykorzystywane w konicowej fazie lotu rakiet ze wzgledu na ich szybka
odpowiedz, co powoduje zwiekszenie niezbednej w tej fazie lotu manewrowoéci. Systemy
takie podzieli¢ mozna na te wykorzystujace jednorazowego uzytku silniczki rakietowe oraz
zestawy wielu dysz umozliwiajacych sterowanie w sposob ciagty. Uktady takie sa czesto
wykorzystywane w rakietach przeciwlotniczych. Rakiety PAC-3 amerykanskiego systemu
Patriot wykorzystuja 180 silnikéw rakietowych do podsterowania w koncowej fazie lotu.
Silniczki takie pracujac przez setne czesci sekundy sa w stanie wytworzyé¢ duzy ciag po-
zwalajacy na szybka korekte trajektorii lotu rakiety. Dzieki temu rakiety te sg w stanie
niszczy¢ cele powietrzne bezposrednim trafieniem. Podobny uktad znajduje sie takze w
rakietach SM-3 oraz ukraifiskich rakietach systemu Wilcha. Uktad ciagly wykorzystujacy
8 dysz znajduje sie w rakietach amerykanskiego systemu THAAD. Uklad taki jest bar-
dziej precyzyjny, gdyz pozwala takze na sterowanie wartoscig generowanej sily, lecz jest
duzo drozszy i bardziej skomplikowany. Uklady gazodynamiczne wykorzystuje sie takze
w rakietach przeciwpancernych oraz mozdzierzowych. Przyktadem takich konstrukcji sa
szwedzki pocisk Strix, wykorzystujacy 12 silnikow korekeyjnych umieszczonych w poblizu
srodka ciezkosci, oraz amerykanskie pociski zestawu Dragon, wyposazone w 60 silnikow
korekcyjnych. Innym zastosowaniem gazodynamicznych uktadéw sterujacych nieanalizo-
wanym w tej pracy jest obrot rakiety zaraz po wyjSciu z wyrzutni, zwany procedura
pionowego zimnego lub miekkiego startu. Polega ona na wypchnieciu rakiety z wyrzutni,
a nastepnie wykorzystaniu silnikow korekcyjnych do zmiany jej orientacji, przed urucho-
mieniem silnika gltéwnego, co ze wzgledu na maly predkosé¢ pocisku uniemozliwia uzycia
powierzchni aerodynamicznych. Procedure taka wykorzystuja brytyjskie rakiety z rodziny
CAMM, oraz koreanskie rakiety Cheolmae-2.

Wyposazenie w uktad zawierajacy silniki korekcyjne na staly material pedny rakiet
typu ziemia-ziemia 122 mm oraz w nisko-kosztowe uktady i czujniki nawigacyjne, moze
pozwoli¢ na znaczaca redukcje dyspersji miejsc upadku. Opracowanie prostego autopilota
opartego o tanie czujniki typu MEMS opisano w [4]. Model sterowania gazodynamicznego
w zastosowaniu do bomb lotniczych przedstawiono w |5, 6]. Istotnym aspektem jest takze
zbadanie wplywu dziatania takiego uktadu na charakterystyki aerodynamiczne rakiety.
Badanie efektow odpalen silnikow korekcyjnych na optyw rakiety przedstawiono w |7, 8].
Do klasycznych metod sterowania rakietami wyposazonymi w gazodynamiczne uktady
sterujace oparte o silniki korekcyjne nalezg nawigacja proporcjonalna [9] oraz podazanie
za trajektoria referencyjna [10, 11, 12]. Powstaly takze prace wykorzystujace gtowice wi-
zyjne pozwalajace na wypracowanie komend korektujacych trajektorie [13]. Autorzy [14]
opracowali natomiast prace, gdzie poréwnano w drodze symulacji r6zne metody naprowa-

dzania. Kombinacje predykcji punktu upadku z podazaniem za trajektoria referencyjna
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mozna znalez¢ w [15, 16|, a z wariantami nawigacji proporcjonalnej w [17]. Wykorzystanie
algorytmu genetycznego oraz kontrolera rozmytego opisano w [18]. Kolejng klasg metod
sa algorytmy wykorzystujace optymalizacje oraz teorie¢ sterowania optymalnego.
Problem sterowania optymalnego polega na znalezieniu takich sterowan wu(t) za-
leznych od czasu, ktore pozwola ukladowi dynamicznemu opisanemu zestawem réwnan
rézniczkowych pierwszego rzedu zminimalizowaé¢ pewien wskaznik jakosci, spetniajac jed-
nocze$nie pewne ograniczenia narzucone na stan uktadu lub sterowanie. Opis réznych pro-
bleméw sterowania optymalnego w lotnictwie i kosmonautyce przedstawil autor [19]. Ist-
nieje wiele metod pozwalajacych na rozwiazanie tego problemu [20, 21, 22|. Do gtownych
kategorii mozna zaliczy¢ metody posrednie, bezposrednie, programowanie dynamiczne,

uczenie ze wzmocnieniem oraz sterowanie predykcyjne.

W metodzie po$redniej warunki konieczne optymalnosci wyprowadzane sa z zasad
rachunku wariacyjnego lub Zasady Maksimum Pontryagina (ZMP) [23]. Prowadza one do
uktadu rownan rézniczkowych na zmienne stanu, z warunkiem poczatkowym, i na zmienne
sprzezone, z warunkiem koricowym, ktore tworza tak zwane zagadnienie dwubrzegowe. Do
typowych metod posrednich zaliczy¢ mozna metode strzatu (ang. shooting) lub metode
gradientéw zredukowanych (ang. reduced gradients). Wykorzystanie ZMP i nieciagltej me-
tody Galerkina do rozwiazania problemu optymalnego przedstawiono natomiast w [24].
Metoda bezposrednia polega na dyskretyzacji calego problemu, lub tylko sterowan, prze-
ksztatcajgc go w problem programowania nieliniowego, czy nieliniowej optymalizacji. Do
klasycznych metod bezposrednich zaliczy¢ mozna na przyktad kolokacje.

Metoda strzalu opiera sie na bezposrednim rozwigzywaniu warunkéw koniecznych
optymalnosci, wynikajacych z ZMP. Caly problem sterowania zamieniany jest w zagad-
nienie poczatkowe z warunkami brzegowymi. Zgaduje si¢ na starcie wartosci poczatkowe
zmiennych sprzezonych, dokonujgc "strzatlu", a nastepnie oba rownania catkuje sie w
przod. Warunki brzegowe oraz tak zwane warunki transwersalnosci tworza pewna funkcje
nieliniowa, zalezng od rozwiazania problemu poczatkowego, ktorej miejsce zerowe jest roz-
wigzaniem postawionego zagadnienia. Wartosci sterowania otrzymuje sie spetniajac ZMP
poprzez maksymalizacje Hamiltonianu. Mozna wyroézni¢ metode pojedynczego strzatu
(ang. single shooting) 25, 26, 27|, gdzie catkowanie odbywa si¢ po calym przedziale czasu
oraz wielokrotnego strzatu (ang. multiple shooting) |28, 29, 30|, gdzie przedziat czasu dzie-
lony jest na podprzedzialy, w kazdym z nich rozwigzywane sg zagadnienia poczatkowe,
a warto$ci zmiennych na krancach przedziatéw dodawane sa do warunkéw brzegowych.
Metoda ta jest bardzo doktadna jesli dysponuje sie zblizonymi do rozwigzania warunkami
poczatkowymi, jest ona jednak do$¢ skomplikowana w implementacji oraz kosztowna obli-
czeniowo, gdyz wymaga uzycia doktadnych algorytmow catkujacych [31] i rozwiazujacych
duze uktady roéwnan liniowych. Moze by¢ ona realizowana zar6wno w wariancie posred-
nim i bezposrednim [32, 33]. W bezposredniej metodzie strzatu (ang. direct shooting)

tylko sterowania podlegaja parametryzacji i dyskretyzacji, a réwnanie stanu jest catko-
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wane numerycznie [34]|. Por6wnanie bezposredniej kolokacji i metody strzatu do generacji
trajektorii optymalnych opisano w [35]. Wykorzystanie metody wielokrotnego strzatu do
rozwigzania problemu opisanego przez uklad réwnan roézniczkowo-algebraicznych poka-
zano w [36, 37, 38]. Wykorzystanie nieliniowego programowania sprzezonego z metoda

wielokrotnego strzalu przedstawia [39).

W metodzie gradientéw zredukowanych eliminuje si¢ zmienne stanu z parametrow
optymalizacyjnych, jako w calosci zalezne od rozwigzania rézniczkowego rownania stanu
oraz sterowania. Optymalizacja przebiega tylko po parametrach sterowania, w mniejszej
przestrzeni, z czego wynika nazwa zredukowane. Caltkujac réwnania stanu przy danym
sterowaniu otrzymuje sie trajektorie, a nastepnie optymalizuje sie sterowania aby zmi-
nimalizowa¢ zadany wskaznik jakosci. Gradient funkcji celu wyznaczany jest z uzyciem
zmiennych sprzezonych.

Jednym z podej$¢ metody bezposredniej jest zastosowanie metod kolokacji, ktore
pozwalaja przeksztalci¢ nieskoriczenie wymiarowy (ciagly w czasie) problem sterowania na
skoniczony problem optymalizacji nieliniowej. Trajektorie wektora stanu i sterowania przy-
blizane sa wielomianami, w taki sposéb aby wymusi¢ spetnienie réwnan dynamicznych w
pewnych punktach zwanych punktami kolokacji. W ten sposob sprowadza sie to zagadnie-
nie do duzego uktadu réwnan algebraicznych stanowiacych wiezy w problemie optymaliza-
cyjnym. Funkcje kosztu przybliza sie odpowiednig kwadratura, a caty problem rozwigzuje
sie z uzyciem optymalizatora. Metody kolokacji mozna podzieli¢ na lokalne i globalne [40].
W metodzie lokalnej czas dzielony jest na wiele matych przedziatow, gdzie w kazdym z
nich przybliza sie lokalnie wektor stanu i sterowan wielomianami zwykle niskiego stopnia,
a takze wymusza sie cigglo$¢ problemu na granicach tych przedzialow. Charakteryzuje
sie ona prosta implementacja, lecz wymaga wielu punktéw kolokacji w celu osiggniecia
dobrej doktadnosci rozwigzania. W metodzie globalnej, zwanej tez pseudospektralna, czas
traktowany jest jako jeden duzy przedzial, a wektory stanu i sterowania aproksymowane
sa przez wielomiany ortogonalne wysokiego stopnia, interpolowane w specjalnie wybra-
nych weztach. Pozwala ona na osiggniecie bardzo duzej doktadnosci przy mniejszej liczbie
punktow kolokacji. Zasadniczg réznicg pomiedzy réznymi metodami pseudospektralnymi
jest wybor tych punktow. Opracowanie trajektorii optymalnej z wykorzystaniem kwadra-
tury Gaussa oraz punktow Legendre-Gauss-Lobatto przedstawiono w [41, 42, 43, 44, 45|.
Ta sama metoda uzupetniona o liniowa teorie pocisku przedstawiona zostata w [46]. Po-
dobny proces z wykorzystaniem punktow Legendre-Gaussa pokazano w [47]. Rozwiazanie
nieliniowego problemu z wiezami wykorzystujac metode pseudospektralng Chebysheva
przedstawiono w 48, 49, 50, 51|, metode Legendre, z punktami Legendre-Gauss-Lobatto,
w [52, 53], a metode Jacobiego w [54]. Wykorzystanie punktow Legendre-Gauss-Radau
do problemu z nieskoriczonym horyzontem czasowym opracowano w [55, 56]. Por6wnanie

dwoch wariantéw metody strzatu i kolokacji pokazano w [57].

Innym podejsciem do probleméw optymalnego sterowania jest programowanie dy-
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namiczne, oparte na zasadzie optymalnosci Bellmana, ktéra mowi, ze kazda cze$¢ trajek-
torii optymalnej od pewnego stanu posredniego do stanu koncowego jest takze optymalna.
Na podstawie tej zasady mozna zdefiniowa¢ funkcje wartosci V(x,t), ktora opisuje mini-
malny koszt mozliwy do uzyskania z danego stanu x w chwili ¢, az do korica horyzontu
sterowania. Funkcja wartosci spetnia nieliniowe réwnanie czastkowe znane jako réwnanie
Hamiltona—Jacobiego—Bellmana (HJB) z narzuconym warunkiem koricowym. Rozwigzu-
jac to rownanie, analitycznie lub numerycznie, mozna otrzymadé funkcje V' (z,t), z ktorej
mozna bezposrednio wyznaczy¢ optymalne sterowanie jako funkcje stanu. Metoda ta po-
zwala osiagnacé teoretycznie najbardziej dokladne rozwiazanie, jednak jej gtéwna wada jest
tak zwana klatwa wymiarowosci, co uniemozliwia jej zastosowanie do probleméw o wy-
miarach wiekszych niz 3-4. Wykorzystanie programowania dynamicznego do rozwigzania
problemu optymalnego przechwytywania na potrzeby obrony przeciwlotniczej pokazano
w |58, 59, 60]. Autorzy [61, 62| przedstawili wykorzystanie adaptacyjnego programowania
dynamicznego do przechwycenia przez rakiete celu manewrujacego. Potaczenie podejscia
HJB i metody strzalu pokazano w [63]. Wykorzystanie rownania HJB przy rozwigzywaniu
probleméw optymalnych inwestycji przedstawiono w |64, 65|, a do wyznaczenia optymal-
nej trajektorii dla rakiety orbitalnej w [66].

Kolejna z metod zyskujacych coraz wieksze zainteresowanie jest uczenie maszy-
nowe, wykorzystujace sieci neuronowe, czy uczenie ze wzmocnieniem. Metody te pozwa-
laja przybliza¢ rozwiazania probleméw sterowania poprzez wypracowywanie odpowied-
nich polityk sterowania, bazujac na uczeniu sie modelu wykorzystujac akcje i nagrode.
Wykorzystanie glebokiego uczenia ze wzmocnieniem oraz glebokich sieci neuronowych
do identyfikacji modelu aerodynamicznego rakiety oraz do opracowanie kontrolera w ka-
nale pochylania przedstawiono w [67|. Naprowadzanie rakiety na cel z uzyciem uczenia
ze wzmocnieniem pokazano w [68, 69, 70|, a scenariusz odwrotny ze zwodzeniem rakiety
przechwytujacej w [71]. Algorytm ewolucyjny wraz z uczeniem maszynowym wykorzy-
stano w [72] do optymalizacji trajektorii rakiety na staly material pedny. Por6wnanie
metody nawigacji proporcjonalnej i uczenia ze wzmocnieniem do naprowadzania rakiety

przedstawiono w [73].

Wyrdznia sie takze, metody oparte na sterowaniu predykcyjnym (ang. Model Pre-
dictive Control, MPC). Charakteryzuja sie one tym, ze nie rozwiazuja calego problemu
na raz, tylko w sposéb kroczacy optymalizujac sterowanie na krotkim horyzoncie i prze-
suwajac go w czasie. Pozwala to, na implementacje kontrolera w czasie rzeczywistym, lecz
wymaga zazwyczaj uproszczonego, liniowego modelu obiektu. Wykorzystanie tej metody
z uzyciem zmodyfikowanej liniowej teorii pocisku przedstawia [74]. Dwie strategie predyk-
cyjne poltaczone z liniowa teoria pocisku opisano w [75]. Wykorzystanie metody MPC dla

rakiet wyposazonych w silniki korekcyjne przedstawiono w [76, 77].

Istnieja takze inne metody oparte o optymalizacje. Wykorzystanie programowa-

nia catkowitoliczbowego (ang. Mixed-Integer Linear Programming) pozwalajacego opra-
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cowaé logike sterujaca przedstawione zostato w [78]. Wykorzystanie uogolnionej, jawnej
metody naprowadzania wektorowego (ang. Generalized Vector Explicit Guidance) GE-
NEX do sterowania rakieta przedstawiono w [79]. Wykorzystanie metod optymalizacji
do kontroli kata uderzenia w cel dla rakiety pokazano w [80]. Wykorzystanie rozwiniecia
funkcyjnego Fliessa do opracowania logiki sterujacej rakiety korzystajacej z silnikow ko-
rekcyjnych opisano w [81]. Metoda optymalizacji zar6wno czasu jak i kata uruchomienia
silnikow korekeyjnych zostata przedstawiona w [82]

W wielu przypadkach rozwiazywanie probleméw sterowania optymalnego sprowa-
dza sie do rozwigzania nieliniowego problemu optymalizacji (NLP) z ograniczeniami. Do
najbardziej znanych metod rozwiazywania takich probleméw naleza sekwencyjne pro-
gramowanie kwadratowe (ang. Sequential Quadratic Programming (SQP)) (83, 84| oraz
metoda punktu wewnetrznego (ang. Interior-Point (IP)) [85, 86], ktore wspierane sa przez
strategie doboru wielkosci kroku optymalizacji takie jak liniowe poszukiwanie (ang. line
search) |87, 88|, region zaufania (ang. trust region) [89, 90| czy metoda filtra |91, 92|.
Metoda SQP polega na kolejnych aproksymacjach problemu NLP za pomoca probleméw
programowania kwadratowego (QP), gdzie funkcja celu przyblizana jest macierzowym
rownaniem kwadratowym, a ograniczenia sa linearyzowane [93]. Wykorzystanie tej me-
tody do rozwiazania problemu sterowania optymalnego pokazano w [94], a zastosowaniu
do sterowania rakiet w [95, 96]. W metodzie punktu wewnetrznego przeksztalca sie pro-
blem z ograniczeniami nieréwnosciowymi poprzez wprowadzenie tak zwanej funkcji bariery
do funkcji celu. Rozwigzuje sie nastepnie serie podprobleméw, prowadzacych do rozwia-
zania pierwotnego NLP. Wykorzystanie metody IP w zastosowaniu do sterowania rakiet
przedstawiono w [97, 9§]

W poréwnaniu do metod ogdlnie stosowanych do wyznaczania optymalnego ste-
rowania dla takiej klasy rakiety, prezentowana w niniejszej pracy metoda nie wymaga
uproszcezen modelu symulacyjnego, poza uktadem sterowania. Mozliwe jest wykorzystanie
dowolnie skomplikowanego, nieliniowego modelu rakiety i srodowiska, co pozwala uzyski-
waé bardzo dokladne rozwigzania. Opracowana metoda bazuje na metodzie gradientow
zredukowanych, wykorzystujac ZMP i zmienne sprzezone, a wynikowy problem optyma-
lizacyjny rozwigzywany jest metoda punktu wewnetrznego wraz ze strategia doboru dtu-
gosci kroku wykorzystujacag metode filtra. W odréznieniu od kolokacji nie wymaga ona
aproksymacji zmiennych wielomianami, a w przeciwienstwie do metody strzalu nie wy-
maga dokladnej znajomosci warunkoéw poczatkowych. Nie moze by¢ ona zastosowana
"online", jak kontrolery MPC, ale opracowana strategia interpolacji rozwiazan umozliwia

opracowanie algorytmu sterowania pracujacego w czasie lotu.
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3 Problem badawczy

Celem niniejszej pracy jest opracowanie i implementacja metody sterowania poci-
skiem rakietowym typu ziemia-ziemia, wyposazonym w gazodynamiczny modut sterujacy,
ktora pozwoli na zmniejszenie rozrzutu miejsc upadku i jednocze$nie zapewni efektywne
wykorzystanie dostepnej w uktadzie sterowania energii. Bedace obecnie na wyposaze-
niu Sit Zbrojnych RP produkowane w Polsce niekierowane pociski rakietowe kalibru 122
milimetry M-21 FHD "FENIKS"(Rysunek 3.1) charakteryzuja sie rozrzutem przekracza-
jacym 800 metrow, mierzonym jako promien okregu zawierajacego 50% miejsc upadku.
Jak zaznaczono we wstepie wartos$¢ ta wynika nie tylko z braku sterowania, lecz rowniez z
niedoktadnosci wykonania elementéw kazdej z rakiet, drgain wyrzutni podczas startu oraz
losowosci warunkoéw atmosferycznych. Powoduje to bardzo duzy wzrost zniszczen pobocz-

nych oraz koniecznych wystrzelenia wielu rakiet, aby zrealizowaé cel dziatan militarnych.

Rysunek 3.1: Pocisk rakietowy kalibru 122 mm M-21 FHD FENIKS

Aby ograniczy¢ warto$¢ rozrzutu lub nawet zblizy¢ sie do mozliwosci precyzyjnego
razenia stacjonarnych obiektéw naziemnych, niezbedne jest wyposazenie rakiety w uktady
nawigacji, naprowadzania i sterowania. Korzystajac z zalet uktadéow gazodynamicznych
wzgledem aerodynamicznych opisanych we wstepie oraz wykorzystujac wiedze i doswiad-
czenie w zakresie takich uktadéw obecne na Politechnice Warszawskiej, zdecydowano sie
na opracowanie algorytmu sterujacego, wykorzystujacego silniki korekcyjne na staly ma-
terial pedny, ktory umozliwi spetienie celu jakim jest zmniejszenie rozrzutu rakiety, a
jednoczesnie zapewni efektywne wykorzystanie dostepnej w uktadzie energii, ktére to po-
zwoli na oszacowanie niezbednej ilosci silnikéw korekcyjnych w jakie nalezy wyposazy¢
rakiete, aby osiagnaé¢ rozrzut o okreslonej wartosci.

Aby moéc opracowaé taki algorytm niezbedne jest posiadanie dokladnego modelu
matematycznego docelowej rakiety, wtaczajac w to informacje o efektywnosci modutu ga-
zodynamicznego, a takze posiadanie danych uzyskanych w trakcie testow lotnych pozwa-

lajacych na weryfikacje i walidacje modelu. Ze wzgledu na to, ze informacje takie opisujace
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rakiete FENIKS nie sg dostepne, na cele badan wykorzystano opracowana na Politechnice
Warszawskiej Rakietowa Platforme Testows (RPT) ORION (Rysunek 3.2), ktora posiada

gazodynamiczny modut sterujacy z 32 silnikami korekcyjnymi na staty material pedny.

Rysunek 3.2: Rakietowa Platforma Testowa kalibru 122 mm ORION

Jest to rakieta kalibru 122 mm opracowana w celu rozwoju i testowania gazody-
namicznych uktadéw sterujacych o zasiegu pozwalajacym na przeprowadzanie prob lot-
nych na dostepnych w kraju poligonach. Jest ona krotsza niz rakieta Feniks o okoto 700
mm, a takze porusza sie z mniejszymi predkosciami. Startujac z wyrzutni prowadnicowe;j
rozpedza sie do okoto 500 m/s, by po osiagnieciu apogeum korzystajac z modutu gazo-
dynamicznego naprowadza¢ sie na cel naziemny o znanych wspoétrzednych. Modutl ten
(Rysunek 3.3) sklada sie z 32 silnikow korekcyjnych na staly material pedny, ktore sa
roztozone na obwodzie rakiety w 4 réwnolegtych ptaszczyznach po 8 w kazdej. Kazdy z
silnikow moze by¢ uruchamiany impulsowo, co pozwala na generowanie krotkotrwatych
sit bocznych korygujacych trajektorie lotu rakiety. Sterowanie w fazie koncowej ma za
zadanie precyzyjne naprowadzenie pocisku na cel. Celem dziatania takiego uktadu jest

redukcja rozrzutu i zwiekszenie dokladnosci trafienia.

Rysunek 3.3: Gazodynamiczny modul sterujacy rakiety RPT ORION
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Glownym celem dziatania algorytmu sterowania jest wybor kierunku oraz czasu
odpalenia kazdego silnika korekcyjnego, w taki sposob aby zminimalizowaé¢ btad trafienia
w cel naziemny oraz zeby wykorzysta¢ w tym celu jak najmniejszg ilo$¢ silnikéw. Minima-
lizacja obu tych warunkow wymagata przedstawienia tego zagadnienia w postaci problemu
optymalizacyjnego. Spelnienie drugiego z warunkow, czyli minimalizacje zuzycia energii w
uktadzie sterowania, uniemozliwiato bezposredniego zadania jako zmiennych optymaliza-
cyjnych czasow i kierunkéow odpaleni silnikow korekcyjnych, gdyz na starcie nie jest znana
ich niezbedna ilosé. Z tego wzgledu zastosowano specjalna, procedure optymalizacji, kto-
rej wynikiem bytaby takze minimalna iloé¢ silnikéw korekcyjnych zapewniajaca trafienie
rakiety w cel z wymagana doktadnoscia. Procedura ta sktadata sie z kilku czesci, ktorych
doktadny opis znajduje si¢ w dalszej czesci pracy. Metodyke rozwigzania problemu ba-
dawczego mozna podzieli¢ na nastepujgce elementy, przedstawione rowniez schematycznie

na Rysunku 3.4:

Rysunek 3.4: Metodyka rozwigzania problemu badawczego

1. Opracowanie modelu matematycznego i symulacyjnego rakiety sterowanej wyposa-

zonej w zestaw silnikéw korekcyjnych na stalty materiat pedny,

2. Weryfikacja i walidacja modelu wykorzystujac dane rzeczywistej konstrukeji oraz
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wynikow jej testow lotnych,

3. Przygotowanie modelu matematycznego do obliczen optymalizacyjnych stosujac nie-

zbedne uproszczenia,

4. Zamiana dyskretnych impulséw odpalen silnikéw korekcyjnych na ciagly sygnat ste-

rujacy,

5. Optymalizacja sygnatu ciagtego w celu minimalizacji btedu trafienia oraz zuzycia

energii w ukladzie sterowania,

6. Zamiana optymalnego, ciaglego sygnalu sterujacego na dyskretne impulsy odpalen

silnikéw korekecyjnych,
7. Optymalizacja czasu i kierunku odpalenia kazdego z silnikow korekcyjnych.

8. Generacja bazy danych sktadajacej sie z trajektorii referencyjnych i odpowiadaja-

cych im optymalnych rozwigzan,
9. Opracowanie docelowego algorytmu sterowania wykorzystujacego baze danych,

10. Oszacowanie wynikow redukeji dyspersji miejsc upadku rakiety wzgledem rakiet

niesterowanych i sterowanych z uzyciem klasycznych metod.

Pierwszym krokiem byto opracowanie doktadnego modelu symulacyjnego rakiety
sterowanej, ktory mogltby byé¢ wykorzystany do obliczeri optymalizacyjnych. Model ten
pierwotnie powstal w srodowisku MATLAB/Simulink, a nastepnie zostal przettumaczony
na jezyk C++, czego wymagalo wykorzystywane oprogramowanie do optymalizacji. Mo-
del ten zostal zweryfikowany oraz zwalidowany wykorzystujac w tym celu dane rzeczywi-
stej rakiety RPT ORION, opracowanej na PW, oraz wynikéw jej testow lotnych. Model
ten nastepnie uproszczono, starajac sie zachowaé¢ doktadnosé, w celu wykonania obliczen
optymalizacyjnych. Zatozeniem pracy bylo wykorzystanie standardowych metod optyma-
lizacji, w szczegblnosci sterowania optymalnego, operujacych na sygnatach ciaglych. Ze
wzgledu na to, ze gazodynamiczny modut sterujacy charakteryzuje sie impulsowym dzia-
taniem nalezalo wpierw dokona¢ transformacji uktadu sterowania z ciagtego na dyskretny,
a nastepnie po wykonaniu obliczeni optymalizacyjnych z powrotem wroci¢ do dyskretnych
impulsow sterujacych. W pierwszym kroku wiec znaczaco uproszczono system sterowania,
zastepujac rowno roztozone na obwodzie rakiety silniki korekcyjne przez dwa parametry
sterujace, ktore moga wytwarza¢ ciag w dwoch prostopadlych plaszczyznach rakiety w
obu kierunkach w sposob ciagty. Taki sygnal nastepnie podlegal optymalizacji. Wykorzy-
stano w tym celu dwa podejscia nazwane metodami bezposrednia i posrednia. W metodzie

bezposredniej potraktowano problem jako standardowy problem optymalizacji nieliniowej,
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gdzie przygotowang funkcje kosztu bezposrednio przekazano do narzedzia optymalizacyj-
nego (ang. solver), dedykowanego do rozwigzywania nieliniowych probleméw optymaliza-
cyjnych NLP (ang. Non-Linear Programming), w celu otrzymania wynikow. W podejsciu
posrednim, problem optymalizacji zamieniono najpierw na problem sterowania optymal-
nego wykorzystujac w tym celu Zasade Maksimum Pontryagina (ZMP). Utozono réwna-
nia wykorzystujace zmienne sprzezone otrzymujac w ten sposob wzor na gradient funkcji
celu. Dodatkowo przy liczeniu gradientow i jakobianéw wykorzystano automatyczne réz-
niczkowanie, ktore znaczaco zwieksza doktadnosé¢ wynikow. Majac wynik optymalizacji w
postaci przebiegéw czasowych parametrow sterujacych opracowano metode jego konwersji
na czasy i kierunki odpalen silnikow korekcyjnych, dostajac od razu ich niezbedng ilosé.
Ze wzgledu, miedzy innymi, na bardzo dynamiczng zmiane parametrow rakiety w trakcie
lotu, konwersja ta wprowadzala pewien btad trafienia wzgledem wynikow optymalizacji.
Majac jednak ustalong liczbe silnikow korekcyjnych oraz dobre oszacowanie poczatkowe
czasu i kierunku odpalenia kazdego z nich, opracowano na tej podstawie dodatkowy pro-
blem optymalizacyjny, gdzie minimalizacji podlegal juz tylko blad trafienia, a czasy i
kierunki odpalen pelnity role zmiennych optymalizacyjnych. Cala te procedura powta-
rzano wielokrotnie, dla r6znych warunkéw poczatkowych modelu rakiety, otrzymujac w
ten sposob baze danych, ktorg wykorzystywaé bedzie docelowy algorytm sterujacy. Aby
sprawdzi¢ jego dzialanie, wyznaczona zostanie dyspersja miejsc upadku da przypadkow
niesterowanego, sterowanego z uzyciem klasycznej metody oraz sterowanego z uzyciem
opracowanego algorytmu sterowania. Efektem powinien by¢ zmniejszony rozrzut trafien
przy sterowaniu z uzyciem opracowanej metody. Majac opracowany problem badawczy

oraz sprecyzowany cel badan, teza pracy zostata sformutowana w nastepujacy sposob:
Teza: Wykorzystanie metod optymalizacji do wyznaczania parametréw

sterowania rakieta oraz sterowanie z wykorzystaniem bazy danych pozwoli

skuteczniej i efektywniej naprowadzaé rakiete na cel stacjonarny.
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4 Model symulacyjny rakiety

Model symulacyjny rakiety jest niezbednym elementem proceséw projektowania i
testowania algorytmow sterowania rakiet. Modele takie pozwalaja na uzyskanie wstep-
nych informacji o charakterze lotu oraz osiggach rakiety przed jej testami poligonowymi
[99, 100, 101, 102|. Standardowe podejscie do opracowywania nowych konstrukeji sktada
sie z kilku faz projektowania i testowania. Pierwszym etapem jest opracowanie modelu
fizycznego obiektu, ktory powinien dosé dobrze odzwierciedlaé jego rzeczywiste zacho-
wanie w $rodowisku. Model ten wraz z odpowiednimi warunkami upraszczajacymi stuzy
opracowaniu modelu matematycznego, ktory sktada sie z zestawu réwnan i zaleznosci
opisujacych dany obiekt. Kolejnym krokiem jest wybor odpowiedniego oprogramowania
pozwalajacego na opracowanie modelu numerycznego, czy symulacyjnego. Taki model
stanowi pozniej glowne narzedzie pozwalajace na testowanie opracowanych algorytmow
sterujacych [103, 104, 105].

W fazie testow pierwszym krokiem jest przeprowadzenie symulacji typu Model-
In-the-Loop (MIL), ktére sa po prostu wykonaniem kodu symulacyjnego [106, 107]|. Jesli
wyniki sg satysfakcjonujace kolejnym krokiem jest transkrypcja algorytmu sterujacego na
docelowa forme oraz jezyk programowania, ktory bedzie uzyty na komputerze poktado-
wym rakiety. Majac algorytm w takiej formie przeprowadza sie testy Software-In-the-Loop
(SIL), ktore polegaja na uzyciu algorytmu w docelowym formacie w petli z modelem sy-
mulacyjnym rakiety [108, 109, 110, 111, 112|. Mozna takze wyrézni¢ faze testow zwana
Processor-In-the-Loop (PIL), gdzie docelowy algorytm sterowania jest wykonywany na
docelowym procesorze, gdzie poréwnuje sie, czy majac dane wejécia uzyskane z symulacji,
wyjscia algorytmu odpowiadaja tym uzyskanym w fazach poprzednich [113, 114, 115, 116].
Ostatnim krokiem przed testami lotnymi sa symulacje typu Hardware-In-the-Loop (HIL),
gdzie przy wykorzystaniu symulacji czasu rzeczywistego oraz czesci rzeczywistych modu-
tow obiektu testowanego, takich jak uktad sterowania czy komputer poktadowy, mozna
sprawdzi¢ dziatanie algorytméw sterujacych w warunkach najbardziej zblizonych do rze-
czywistych [117, 118, 119, 120].

Jak wynika z powyzszych rozwazan model symulacyjny jest bardzo istotna czescia
procesu projektowania algorytmow sterujacych, wiec nalezy przyltozyc¢ szczegdlng uwage
procesowi jego opracowania, wraz agregacja doktadnych danych opisujacych symulowany

obiekt oraz procesom jego weryfikacji i walidacji.

4.1 Opis modelu matematycznego

Proces tworzenia modelu matematycznego nalezy zaczaé¢ od sformutowania zalozen
dotyczacych stopnia dokladnosci odwzorowania zjawisk rzeczywistych wystepujacych w

trakcie lotu rakiety. W niniejszej pracy przyjeto nastepujace zalozenia:
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1. Rakieta jest bryla sztywna o szesciu stopniach swobody.

2. Masa, potozenie $rodka ciezkosci oraz macierz momentéw bezwladnosci zmieniaja

sie w funkcji dziatania silnika gtownego.

3. Model srodowiska zgodny jest z modelem atmosfery standardowej z uwzglednieniem
wplywu lokalnych warunkéw panujgcych w miejscu startu takich jak temperatura,

ciSnienie oraz wilgotnos¢ powietrza.
4. Uwzglednia sie pionowy profil wiatru, jego predkosé i kierunek w funkcji wysokosci.

5. Odpalenia kolejnych silnikéw korekcyjnych maja wpltyw na zmiane charakterystyk

bezwladnosciowych rakiety.

6. Przyspieszenie grawitacyjne jest state w czasie lotu, réwne wartosci z modelu WGS-

84 dla danych wspolrzednych miejsca startu [121].
7. Przyjeto, ze Ziemia jest plaska oraz zaniedbano jej ruch obrotowy.

8. Start rakiety odbywa sie z wyrzutni prowadnicowej, do ktorej rakieta jest przymo-

cowana za posrednictwem dwoch §lizgaczy.

9. W czasie ruchu po wyrzutni nie wystepuje tarcie Slizgaczy o szyne.

4.1.1 Wykorzystywane uklady wspoéirzednych

Do opisu ruchu pocisku rakietowego wykorzystano nastepujace uktady wspotrzed-
nych (Rysunek 4.1):

1. Nawigacyjny uktad wspotrzednych (N) Oyznynzy — prawoskretny, kartezjanski,
nieruchomy uktad wspétrzednych zwigzany z Ziemia. Poczatek uktadu Oy znaj-
duje sie w miejscu startu rakiety. Plaszczyzna Oyzyyn jest styczna do powierzchni
Ziemi. O§ Onxy skierowana jest w strone poétnocy geograficznej, o§ Oyyy skiero-
wana jest w strone wschodnia, zas kierunek i zwrot osi Oxzy sa zgodne z wektorem

przyspieszenia ziemskiego.

2. Grawitacyjny uklad wspotrzednych Ogxrgycze — prawoskretny, kartezjanski, ru-
chomy uktad wspoétrzednych zwigzany z rakieta. Poczatek uktadu Og znajduje sie
w §rodku ciezkosci obiektu, a uktad w trakcie trwania ruchu pocisku rakietowego

pozostaje rownoleglty do nawigacyjnego uktadu wspotrzednych Oyxnynzy.

3. Uktad wspotrzednych zwiazany z rakieta wirujacy Opxpypzp — prawoskretny, kar-
tezjaniski uktad wspotrzednych. Poczatek uktadu Op znajduje sie w srodku ciezkosci
obiektu. O§ Opxp pokrywa sie z osig podtuzng i jest skierowana do przodu kadtuba

rakiety, o§ Opyp skierowana jest w prawa strone patrzac wzdtuz osi Oz, zas oS
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Opzp stanowi dopelnienie prawoskretnego uktadu wspotrzednych. Orientacje prze-
strzenng ukladu (B) wzgledem grawitacyjnego uktadu wspoétrzednych (G) opisuja
lotnicze katy Fulera: odchylenia ¥, pochylenia © i przechylenia ®.

4. Uktad wspolrzednych zwiazany z rakieta niewirujacy OnpXNBYNBZNB — Prawo-
skretny, kartezjanski uktad wspotrzednych. Poczatek uktadu Oynp znajduje sie w
srodku ciezkosci obiektu. O$ Oy pryp pokrywa sie z osia podtuzng i jest skierowana
do przodu kadluba rakiety, o§ Onpynp skierowana jest w prawa strone patrzac
wzdtuz osi Ogrg w momencie startu rakiety i nie obraca sie razem z rakieta, zas o
Onpzyp stanowi dopelnienie prawoskretnego uktadu wspotrzednych. Uktad (N B)

pokrywa si¢ z uktadem (B) w momencie startu.

Wszystkie zmienne wykorzystywane w modelu symulacyjnym sa zapisywane w uktadzie
rakiety (B) chyba, ze zaznaczono inaczej. Punktem referencyjnym dla wektoroéw potozenia,
na przyktad érodka ciezkosci, punktu referencyjnego momentéw aerodynamicznych, czy

polozenia ptaszczyzn silnikow korekcyjnych jest koniec dyszy rakiety.

Rysunek 4.1: Uktady wspotrzednych

4.1.2 Dynamiczne réwnania ruchu

Dynamiczne réwnania ruchu rakiety opisujg ruch dowolny bryly sztywnej o sze-
Sciu stopniach swobody i zmiennych charakterystykach bezwladnosciowych wzgledem
nieruchomego uktadu nawigacyjnego. Podstawowe zalezno$ci dynamiczne i kinematyczne
mozna znalez¢ w pozycjach [122, 123, 124, 125]. Ze wzgledu na spalanie materiatu pednego

w czasie lotu zmianie ulegajg charakterystyki bezwladnosciowe rakiety. R6zne podejscia
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do uwzglednienia tego efektu w rownaniach ruchu mozna znalez¢ w [126, 127, 128]. W po-
nizszej pracy zdecydowano sie zastosowaé podejscie przedstawione w [129] uwzgledniajac
czlon Iw ze wzgledu na duza predkos¢ katowa rakiety. Wektor stanu rakiety sktada sie z
13 zmiennych: trzech sktadowych predkosci linowej, trzech sktadowych predkosci katowej,
trzech sktadowych potozenia w ukladzie nawigacyjnym oraz czterech sktadowych kwater-
nionu opisujacego orientacje przestrzenng uktadu (B) wzgledem uktadu (V). Rownania
ruchu zapisywane sa i rozwiazywane w ukladzie (B). Dynamiczne rownanie zmiany pedu
w czasie ma, postaé:

mv 4+ m(w x v) =Fp (4.1)

T
gdzie: m - masa rakiety, v = [U V W} - wektor predkosci liniowej rakiety, w =

T T
[P Q R} - wektor predkosci katowej rakiety, Fg = [X B Y Z B] - wektor sit dzia-

tajacych na rakiete, stanowiacych sume sit of grawitacji, aerodynamiki, ciggu silnika gtow-

nego oraz uktadu sterowania zgodnie ze wzorem:

Fp=Fc+Fis+Fr+Fgsx (4.2)

Dynamiczne réwnanie zmiany kretu w czasie ma postac:
I+ w x Iw + Iw = Mg (4.3)

gdzie: I - macierz momentow beztadnosci, ktorg mozna przedstawié¢ zgodnie z zaleznoscia:

]a:ac _Ixy _]a:z
1= |-1, I, —I,. (4.4)
_[xz _[yz [zz
T
aMp = |Lgp Mg NB} - wektor momentéw dziatajacych na rakiete, bedacy suma
momentoéw od aerodynamiki, ciggu silnika gloéwnego oraz uktadu sterowania, zgodnie ze

wzorem.:

Mp = My + My + Mgy (4.5)

Roéwnania dynamiczne uzupetniono zaleznosciami kinematycznymi pozwalajacymi na wy-

znaczenia trajektorii i orientacji przestrzennej rakiety. Réwnanie trajektorii ma postaé:
R = (C5)Tv (4.6)

T
gdzie: R = {X Y Z] - wektor polozenia rakiety w ukladzie nawigacyjnym, a C¥
jest macierza transformacji z uktadu (N) do ukladu (B). Orientacje przestrzenna rakiety

wyznacza si¢ za pomocg kwaternionéw zgodnie z roéwnaniem zawierajacym czton norma-
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lizujacy [130]:

.1
q=50q+(l-a-q)q (4.7)
T
gdzie: q= g9 ¢1 @2 q3| - kwaternion, a macierz {2 dana jest zaleznoscia:
0 —-P —@ —-R
P 0 R -
Q= @ (4.8)

Q -R 0 P
R @@ —-P 0

Czton normalizujacy ma za zadanie zachowa¢ norme kwaternionu wynoszaca 1, a ktora
w wyniku bledéw zaokraglen podczas catkowania numerycznego moze ulec zmianie. Do-
datkowo mozna wykorzysta¢ dodatkowe zaleznosci pozwalajace wyznaczy¢ kwaternion za

pomocy katow Eulera:

1 1 1 1 1 1

o = COS (5 @) cos (5 @) cos (5 ‘I!) + sin (5 <I>> sin (5 @) sin (5 \I/> (4.9)
(1 1 1 1 (1 (1

¢ = sin (5 CID) cos (5 @) cos (5 \I/> — cos (5 <I>) sin (5 @) sin (5 \I/) (4.10)
1 1 1 1 1 1

g2 = COS (E (I>> sin (5 @) cos <§ \If) + sin (5 <I>) cos (5 @) sin (5 \IJ) (4.11)
1 1 1 1 1 1

¢3 = Cos (5 (I>> cos (5 @) sin (5 \If> — sin (5 <I>) sin (5 @) cos (5 \I/) (4.12)

katy Eulera za pomoca kwaternionu:

o = atan2 (2(qq1 + ¢23), 1 — 2 (Z + &) (4.13)

O = asin(2(q% — ¢1q3)) (4.14)

U = atan2 (2(qogs + 1) . @5 + 45 — 65 — @) (4.15)

oraz macierz transformacji C¥ za pomoca kwaternionu:

G+ad—aG -6 2(@o+ae) 2(ae— 0e)
CJBV = 2 (Q1Q2 - CJ3C]0) qg - CI% + qg - qg 2 (Clofh + Q2QS) (4-16)
2 (qoq2 + ¢193) 2(¢2q3 — Q001) @ — 4G — G+ a4

4.1.3 Model wyrzutni prowadnicowej

W pierwszej fazie lotu rakieta porusza sie po wyrzutni prowadnicowej za pomoca
dwoch §lizgaczy. Model tego ruchu zostat opracowany postugujac sie rownaniami La-

grange’a I rodzaju, przy zalozeniu ze wiezy sa doskonate i nieholonomiczne [131]. Row-
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nania (4.1) oraz (4.3) mozna przeksztalci¢ do postaci:

m =M (f; +fc) (4.17)

gdzie jako f; oznaczono obciazenia czynne, a jako fo dodatkowe obciazenia reakcji od

wyrzutni. Macierz masowa M dana jest zaleznoscia (oznaczajac jako 1 macierz jednost-

ml O
e[ o

kowa):

Obciazenia czynne fy dane s3 jako:

Fr—
f, = BT me sy, (4.19)
Mp —w xIw — 1w
Zgodnie z zasada d’Alemberta obcigzenia od wiezéw mozna zapisa¢ jako:
fo = (VR)"A (4.20)

gdzie R = R(v,w) = 0 jest rownaniem wiezoéw nieholonomicznych, a A jest wektorem
mnoznikéw Lagrange’a. Zaktadajac, ze réwnania wiezOw sa liniowe wzgledem wektora

stanu mozna zastosowac zapis:

R=VR

V] —J [V] ~0 (4.21)

Zmiennymi do wyznaczenia w rownaniu (4.20) sa mnozniki Lagrange’a. Wyznaczy¢ je

mozna rézniczkujac po czasie rownanie (4.21) otrzymujac zaleznosé:

jV+J‘.’

] =0 (4.22)

w w

Podstawiajac do réwnania (4.22) zaleznosé (4.17) oraz (4.20), a nastepnie przeksztalcajac

w celu obliczenia mnoznikéw Lagrange’a otrzymano wzor:

A%

A=—(IM 10! (J

+ JM—1f0> (4.23)
w

Nastepnie postugujac sie zaleznoscia (4.20) mozna wyznaczy¢ sity i momenty reakcji w
czasie ruchu po wyrzutni, a nastepnie dodaé je do pozostalych obcigzen dzialajacych na
rakiete F' g oraz Mp, by nastepnie rozwiaza¢ dynamiczne rownania ruchu. Sam ruch po

wyrzutni podzielono na dwie czesci. W pierwszej oba §lizgacze znajduja sie na wyrzutni.
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Przyjeto, ze reakcje od obu §lizgaczy mozna zastapi¢ jednym S§lizgaczem zastepczym,
ktory odbiera wszystkie obcigzenia. W tym przypadku mozliwy jest tylko ruch postepowy
wzdtuz osi rakiety, predkosci liniowe poprzeczne oraz wszystkie predkosci katowe sg réwne

zero. Macierz J wystepujaca w rownaniu (4.21) dla tego przypadku ma postaé:

010000
001000

J=1000 100 (4.24)
000010
0000 0 1]

a jej pochodna jest macierza zerowa o wymiarach 5x6. W drugiej fazie ruchu przedni
slizgacz opuscil szyne, a rakieta moze wykonywaé dodatkowo ruch zawiasowy na tylnym
lizgaczu. W tym przypadku predkosé¢ katowa przechylania wynosi zero oraz sktadowe
predkosci punktu kontaktu tylnego $lizgacza z szyna wyrzutni w kierunku prostopadtym

do szyny sa réwne zero. Drugi warunek mozna zapisa¢ w postaci rownania:
[VR]R = Cg (V + w X I'b) (425)

gdzie zapis [Vg|p oznacza predkosé punktu R, czyli miejsca styku tylnego Slizgacza z
szyna, wyrazong w ukladzie wyrzutni, ktéry pokrywa sie z uktadem (B) w chwili poczat-
kowej, 1, jest polozeniem tylnego §lizgacza wzgledem ukladu rakiety, a C% jest macierza
transformacji z uktadu rakiety do uktadu wyrzutni. Sprowadzajac to rownanie wraz w

warunkiem zerowania predkosci katowej przechylania do postaci (4.21) macierz J mozna

010 010
CE Cir
J= [o 0 1] 5 [0 0 1] s bl (4.26)

0O 0 0 1 0 0

wyrazi¢ jako:

a pochodna macierzy J jako:

01 0| .n 01 0| .p
J= [o 0 1] s L. [o 0 1] O Ll ol (4.27)

0 0 0 0 0 0

gdzie oznaczenie [|, jest macierza antysymetryczng pozwalajaca zamieni¢ mnozenie wek-

torowe na mnozenie macierzowe. Wektor A = [al as CL3:|T mozna przedstawi¢ w tej
postaci jako:
0 —az as
Al,=|a 0 -a (4.28)
—ay a1 0
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Po opuszczeniu wyrzutni przez rakiete, czyli zejéciu z prowadnicy drugiego §lizgacza,

porusza sie ona ruchem swobodnym (bez wiezow).

4.1.4 Model srodowiska

Na model $rodowiska sktada sie model atmosfery standardowej uzupelniony o
wplyw wilgotnosci powietrza oraz lokalne warunki, w postaci temperatury i cisnienia,
panujace w miejscu startu, a takze pionowy profil wiatru. Dodatkowo wyznaczane sg ae-
rodynamiczne katy napltywu pozwalajace wyznaczyé orientacje rakiety wzgledem naply-
wajacego powietrza. Profil wiatru wezytywany jest jako tabela predkosci oraz kierunku
meteorologicznego (kierunek skad wieje) wiatru w funkcji wysokosci nad ziemia. Jesli jako
vy Oznaczymy predkosé wiatru, a jako 1, kierunek meteorologiczny, wektor predkosci wia-

tru w uktadzie nawigacyjnym (N) bedzie mial posta¢:
Vo = [~ugcos (4) —v,sin(b,) 0] (4.29)

Aby uzyskaé¢ predkosé rakiety wzgledem powietrza vy, = [u A Vg W A} nalezy wykona¢
operacje:
vy =v—CRv, (4.30)

Majac predkos¢ wzgledem naptywu mozna wyznaczyé aerodynamiczne katy naplywu

[124]. Kat natarcia « zdefiniowany jest jako:
a = atan2 (wa, u4) (4.31)

Kat §lizgu g dany jest zaleznoscia:

B = asin ( - ) (4.32)

[Vl

Dodatkowo katy naptywu mozna zdefiniowaé¢ w innej konwencji przydatnej przy opisie

cial osiowosymetrycznych: Caltkowity kat natarcia ap opisuje wzor:

ar = acos ( A ) (4.33)

[Vl

Aerodynamiczny kat przechylenia ¢ dany jest zaleznoscia:
¢ = atan2 (v, wa) (4.34)

Definicje katéw napltywu przedstawia takze Rysunek 4.2. Osiami x,y, 2 zaznaczono tam
uktad rakiety (B), a osiami x4, ya, 24 uktad aerodynamiczny zwiazany z wektorem pred-

kosci rakiety wzgledem powietrza, powstaly poprzez obrocenie uktadu (B) wykorzystujac
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k%ty ar, ¢T .

Rysunek 4.2: Definicja aerodynamicznych katow naplywu

Model atmosfery standardowej (ISA) pozwala na wyznaczenie temperatury, cisnie-
nia, gestosci oraz predkosci dzwicku w zaleznosci od wysokosci. Ze wzgledu na osiagi
rozpatrywanej rakiety ograniczono sie tylko do zaleznosci wystepujacych dla troposfery,
czyli do wysokosci 11 km. Dodatkowo uwzgledniono warunki panujgce w miejscu startu,
temperature, ciSnienie oraz wilgotno$¢ powietrza, bazujac na opisie z [132]. Wysokos¢ nad

ziemig h mozna przeksztalci¢ do wysokosci geopotencjalnej hye, postugujac si¢ wzorem:

_ re(9)h ([ go(0)
hgeo = R ( m ) (4.35)

gdzie go = 9,80665%; jest przyspieszeniem grawitacyjnym zgodnym z ISA, a go(¢) jest
to wartos¢ przyspieszenia Ziemskiego w funkeji szerokosci geograficznej miejsca startu ¢,

ktora mozna obliczy¢ postugujac sie rownaniem Lamberta:
go(¢) = 9,80616 (1 — 0,0026373 cos (2¢) + 0, 0000059 cos® (2¢)) (4.36)

Dodatkowo r.(¢) jest to odleglos¢ dowolnego punktu na powierzchni ziemi od srodka
Ziemi, dana zalezno$cia:
at + cttan? ¢

Te(¢) = m (437)
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gdzie a = 6378137 m jest promieniem Ziemi na rowniku, a ¢ = 6356752, 3 m promieniem
Ziemi na biegunie. Transformacja wysokosci jest niezbedna, aby uniezalezni¢ réwnania
atmosfery od zmian wartoéci przyspieszenia grawitacyjnego wraz z wysokoscig. Zmiane

temperatury wraz z wysoko$cig opisuje zaleznos¢:
T =Ty — 0,0065hgc, (4.38)

gdzie T jest temperatura w miejscu startu. Zmiana ci$nienia dana jest wzorem:

90
T\ 0,0065%
P=po (?0> (4.39)

gdzie pg jest ci$nieniem w miejscu startu, a R jest stata gazowa. Gestos¢é powietrza mozna
wyznaczy¢ korzystajac ze wzoru:

= £ 4.4
P= T (4.40)

a predkosé¢ dzwieku opisuje zaleznosé:

a=+/1,4RT (4.41)

Uwzglednienie wilgotnosci powietrza ma wplyw na stalg gazowa, ktora opisuje mieszanine

powietrza i pary wodnej. Mozna ja wyznaczy¢ ze wzoru:

R= Hop (4.42)
p—0,377998p,

gdzie Ry = 287, 05287ﬁ jest stala gazowa dla powietrza wedtug ISA, a p, jest cisSnieniem

czastkowym pary wodnej danym réwnaniem:
Do = psRH (4.43)

gdzie RH jest wzgledng wilgotnodcia powietrza, a ps ci$nieniem pary wodnej w stanie
saturacji. W zalezno$ci od stosunku temperatury powietrza do temperatury krzepniecia

T /Ty cisnienie saturacji dane jest wzorem:

T\

ze stalymi a,, = —4,927432, b, = —10,752935, ¢, = 11,538976 jesli stosunek ten jest

wiekszy niz 1 lub wzorem:

T\"
ps = (To) 10" ()= (4.45)

ze stalymi a; = —0,322862, b, = —9,903888, ¢; = 10,689717 w przeciwnym wypadku.
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Dodatkowo wyznacza sie wartosci liczby Macha:

_ V4l
a

Ma (4.46)

oraz ci$nienia dynamicznego:
1

Qiyn = 5 |Vl (4.47)

4.1.5 Charakterystyki bezwladno$ciowe

Wraz ze spalaniem materialu pednego silnika gléwnego oraz uruchamianiem ko-
lejnych silnikéw korekcyjnych zmianie ulegaja parametry bezwladnos$ciowe rakiety. Mase

rakiety m(t) w chwili czasu ¢ mozna opisaé zaleznoscia:

¢
f(f FT(t>dt Nt .];OA FTskz- (t - tUi)dt
m(t) = mo — (mo — my) —F " Mgk, — 7
¢ i=1 Cski

(4.48)

gdzie N jest liczbg silnikow korekcyjnych, mg jest masa startowa, mj; masa po wypa-
leniu materialu pednego silnika gtéwnego, mg;, masa materialu pednego i-tego silnika
korekeyjnego, I. oraz ., impulsem catkowitym odpowiednio silnika gtéwnego oraz i-tego
silnika korekcyjnego, Frr(t) sila ciagu w czasie ¢ silnika glownego, a Fr,, (¢ — to,) sila
ciagu i-tego silnika korekcyjnego od czasu jego uruchomienia ¢y,. Ruch $rodka ciezkoSci
rakiety wynikajacy ze spalania materialu pednego silnika gtéwnego mozna wyznaczy¢ z
zaleznosci: .

Jo Fr(t)dt

I,

gdzie r.y 1 r., sa odpowiednio potozeniem Srodka cigzkosci rakiety w chwili startu i

(4.49)

ngR(t> = Tegp — (rcgo - ngk)

rakiety bez materialu pednego. Przy zalozeniu, ze geometria ziarna materialu pednego
silnika korekcyjnego ma posta¢ wydrazonego cylindra oraz ze spalanie ziarna nastepuje
symetrycznie od wewnetrznej powierzchni cylindra do zewnetrznej, potozenie srodka ciez-
kosci pojedynczego silnika korekeyjnego rey,, nie ulega zmianie w czasie pracy silnika.

Ruch srodka ciezkosci calej rakiety mozna nastepnie przedstawi¢ zgodnie z réwnaniem:

t
ftO,L- FTS,% (t—to, )dt

N,
M(t)Teqp (t) — D00 Misk;Tegyy, T,
1

m(t)

Ireg(t) = (4.50)
Zmiane macierzy momentéw bezwladnosci rakiety wynikajaca ze spalania materiatu ped-

nego silnika gtownego opisuje zaleznosé:

[y Fr(t)dt

Ir(t) =1p — (Ip — Ij) 7

(4.51)
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gdzie Iy i I sa odpowiednio macierza momentéw bezwladno$ci w chwili startu i rakiety bez
materialu pednego silnika gtéwnego. Macierz momentéw bezwladnosci kazdego z silnikow
korekcyjnych, przy poczynionych zalozeniach geometrycznych, mozna zapisa¢ w uktadzie

odpowiedniego silnika korekcyjnego jako:

Iy, 0 0
[ISki]sk = 0 ]yysk 0 (4'52)
0 0 I...,

W uktladzie silnika o$ x pokrywa sie z wysokoscia cylindra. Kazdy silnik jest pochylony
wzgledem uktadu rakiety o 90°, a takze znajduje sie w konkretnym miejscu na obwodzie
rakiety. Z tego wzgledu nalezy najpierw macierz I, przetransformowac¢ do ukladu rakiety,
a nastepnie korzystajac z twierdzenia Steinera przeniesé¢ ja do §rodka ciezkosci rakiety.
Zapisujac jako reg, = Teg, — Tegp polozenie srodka cizkosci i-tego silnika korekeyjnego

wzgledem $rodka ciezkosci rakiety, mozna to zrobi¢ postugujac sie zaleznoscia:

T
ISki = C?Kl [ISki]sk (CEKL) + mSki <1ijqwi rcgwi - rcgwi rz‘;wl) (453)
Macierz transformacji CgKi dana jest wzorem:

0 0 -1
CEKZ: —sintg, costg, 0 (4.54)

cos sk, sintg, 0

gdzie g, jest polozeniem katowym i-tego silnika korekcyjnego wzgledem uktadu (B).
Calkowita zmiana momentow bezwladnosci moze by¢ zapisana jako (uwzgledniajac fakt

ze zarowno I jak i I zawieraja mase silnikow korekcyjnych):

N [P Ep, (t—to,)dt
I(t) = Ta(t) = ) Lo —— (4.55)
i=1 ¢

sk;

4.1.6 Obcigzenia aerodynamiczne

Charakterystyki aerodynamiczne rakiety determinujg w duzym stopniu jej osiagi
oraz charakter lotu, wymagane jest wiec opracowanie dobrego modelu uwzgledniajacego
mozliwie wiele czynnikéw wplywajacych na lot rakiety. Wykorzystany model aerodyna-
miczny powstal w oparciu o poél-empiryczny model wykorzystywany w oprogramowaniu
PRODAS [133], ktory uwzglednia efekty zwiazane z wirowaniem rakiety wyposazonej w
cztery stateczniki. Model ten specyfikuje wspotczynniki w funkcji liczby Macha Ma z po-
dzialem na czedci statyczng, dynamiczng oraz wyzszego rzedu. Zalozono takze, ze rakieta

jest symetryczna w plaszczyznach pochylania i odchylania. Site aerodynamiczng mozna

43



obliczy¢ z rownania:
Cx
FA = qdynSmf Cy (456)
Cz

gdzie S, jest powierzchnig odniesienia, tu powierzchnia przekroju poprzecznego rakiety,
a Cx, Cy, Cy wspoétczynnikami odpowiednio sity osiowej, bocznej i normalnej. Wspol-

czynnik sity osiowej dany jest réwnaniem:

1— Py

m CXa2 (MCL) Sin2 [0 %4

(4.57)

gdzie Cx, (Ma), Cxo,,, (Ma) sa wspotezynnikami oporu dla zerowego kata natarcia odpo-

Ox = — (CXOM(MCL) v (CXOO”(MCL) — o (Ma))

wiednio w czasie pracy silnika i po pracy silnika, Cx , (Ma) jest pochodna wspotczynnika
sity osiowej po kwadracie catkowitego kata natarcia, P, ma wartos$¢ 1 gdy silnik pracuje
i 0 w przeciwnym wypadku, a T,,, jest stalg czasowa w modelu pierwszego rzedu, ktora
ma za zadanie wygladzi¢ wspotczynnik oporu w momencie zakonczenia pracy silnika.
Wspotczynnik sity bocznej mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

VA

Rd,. . : w
Cy = —Cy, (Ma)m + Cn,y(Ma) 5 ‘VAf‘ + Cy,,(Ma) sin® ar sin 4¢T]V—j] (4.58)

gdzie C, (Ma) jest pochodng sity normalnej po kacie natarcia, Cy, (Ma) jest w tym przy-

padku pochodng sity bocznej po predkosci katowej odchylania, a Cy. , (Ma) jest pochodna

wyzszego rzedu uwzgledniajaca wptyw wiréw schodzacych z noska rakiety i uderzajacych

w stateczniki podczas lotu z duza predkoscia wirowania. Wspolczynnik sity normalnej

mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:
wAa

Cy = _CNO(M(I)— + CNQ(M(I)

[Val

eref
2|val

— Cy,,(Ma) sin’ vy sin 4¢TU—
|Vl

(4.59)

gdzie Cn,(Ma) jest w tym przypadku pochodna sity normalnej po predkosci katowej
pochylania. Ze wzgledu na symetrie rakiety pochodne aerodynamiczne we wzorach (4.58)

i (4.59) maja takie same warto$ci. Moment aerodynamiczny dany jest zalezno$cia:

C
MA = QdynSrefdref Cm + (raero - I'cg) X FA (460)
Ch

gdzie d,.s jest dlugoscia odniesienia, tu $rednicg rakiety, a Cj, C,, C,, wspotczynnikami
odpowiednio momentu przechylajacego, pochylajacego i odchylajacego. Wspoélezynniki
momentéw aerodynamicznych podawane sa wzgledem punktu referencyjnego, ktoérego po-

lozenie wzgledem poczatku ukladu (B) opisuje wektor (ryero — reg), stad niezbedna jest
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poprawka przenoszaca momenty do Srodka ciezkosci rakiety. Wspolczynnik momentu prze-

chylajacego dany jest zalezno$cia:

Pdref
2[val

C,=Cy(Ma)+ Cy.(Ma) + Cy,.(Ma) sin® ar sin 4¢r (4.61)
gdzie C),(Ma) jest wspolczynnikiem wymuszajacym wirowanie rakiety w osi podtuznej,
Ci»(Ma) jest pochodng ttumigca momentu przechylajacego, a Cj. ,(Ma) jest pochodna
wyzszego rzedu uwzgledniajaca wpltyw wiréow schodzacych z noska rakiety i uderzajacych
w stateczniki podczas lotu z duza predkoscia wirowania. Wspoélczynnik momentu pochy-

lajacego dany jest zaleznoscia:

eref

2[va|

Cr = Co (Ma)—A 4 C A

lval @

(Ma)

+ C,...(Ma) sin® ar sin d¢r (4.62)

[Vl
gdzie C,,_(Ma) jest pochodna wspotczynnika momentu pochylajacego po kacie natarcia,
Cimo(Ma) jest pochodng thumigca momentu pochylajacego, a C,,  (Ma) jest pochodna
wyzszego rzedu uwzgledniajacg wpltyw wiré6w schodzacych z noska rakiety i uderzajacych
w stateczniki podczas lotu z duza predkoscia wirowania. Wspotczynnik momentu odchy-

lajacego dany jest zaleznoscia:

Rdref
2 ’VA’

wa
[Vl

G, = —Cp (Ma)—2 4 C

lval @

(Ma) + Cy.,.(Ma) sin® ar sin 4¢r (4.63)

Pochodne aerodynamiczne w rownaniu (4.63) co do wartosci sa takie same jak w rownaniu

(4.62).

4.1.7 Obcigzenia od zespolu napedowego

Sita ciggu silnika gtéwnego dana jest wzorem:

FT(t) + Ae (pe - p) Peng
Fr=CZ% 0 (4.64)
0

gdzie Fp(t) jest ciagiem silnika w funkcji czasu, A, powierzchnia wylotowa dyszy, a p. ci-
$nieniem odniesienia dla ztabelaryzowanej wartosci ciggu. Model pozwala takze uwzgled-
ni¢ nieosiowe dziatanie ciagu poprzez katy odchylenia osi ciaggu od osi rakiety O oraz ®.

Macierz transformacji z uktadu sity ciagu do ukladu (B) dana jest wzorem:

cos O 0 —sin O
CE = |sinOrsin®r cos®r  cosOpsin Oy (4.65)

sin Orcos®r —sin®r cos Of cos Or
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Moment od sity ciaggu mozna otrzymacé z zaleznos$ci:

MT = Ty X FT (466)

4.1.8 Obcigzenia od grawitacji

Roéwnania ruchu rozwigzywane sa w uktadzie zwigzanym ze srodkiem masy obiektu.
Z tego wzgledu grawitacja nie powoduje momentu obracajacego rakiete. Site od grawitacji
mozna opisaé zaleznoscia:
0
F,=mC%¥ | 0 (4.67)
Yace
gdzie g,.. jest przyspieszeniem grawitacyjnym zaleznym od wspoétrzednych geograficznych

miejsca startu zgodnie z modelem W(GS-84 oraz stalym przez caly okres lotu.

4.1.9 Obcigzenia od ukladu sterowania gazodynamicznego

Uruchomienie kolejnych silnikow korekcyjnych nastepuje po wystaniu sygnatu ste-
rujacego z uktadu sterowania. Silniczki umieszczone sa rownomiernie na obwodzie rakiety,
w kilku ptaszczyznach prostopadtych do osi podtuznej rakiety. Sita generowana przez

uktad sterowania moze by¢ wyrazona wzorem:

0
Fox = | 30, Fr,(t —to,) sinta, (4.68)
- Zz]il FTski (t - toi) oS Y,

Moment generowany przez uktad sterowania dany jest rownaniem:

N

MSK = Z (rsk:i — I'Cg) X Fsk:i (469)

i=1

gdzie rg, jest polozeniem plaszczyzny dzialania i-tego silnika korekcyjnego wzgledem

punktu referencyjnego (konca dyszy rakiety).

4.1.10 Model jednostki nawigacji inercjalnej

Symulacja zawiera takze model czujnikow w postaci giroskopow, akcelerometrow
oraz czujnika ci$nienia, a takze uproszczony model systemu nawigacji inercjalnej INS.
Doktadny opis modelu mozna znalez¢ w [134]. Kazdy z czujnikow zostal obarczony mo-

delem saturacji, kwantyzacji oraz czasu probkowania. Dla czujnika ci$nienia sa to jedyne
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uwzgledniane btedy. Przyspieszenie srodka masy rakiety mozna wyznaczy¢ jako:

Fp
Ay = —

(4.70)

m

Ze wzgledu na to, ze akcelerometry zazwyczaj nie sg umieszczone w $rodku masy ra-

kiety, nalezy przyspieszenie z réwnania (4.70) przeliczyé¢ do polozenia czujnika zgodnie ze

WZzZorem.
0
AU = acg + w X (UJ X (rIMU — I‘Cg)) + w X (rIMU — rcg) — Cff 0 (471)
Jace

gdzie ryp jest potozeniem czujnika wzgledem punktu referencyjnego. Dodatkowo uwzgled-
niono bledy sprzezen skrosnych miedzy osiami c;;, przesunigcia zera b;, skali s;, szum
o, oraz przyjeto, ze czujnik mozna zamodelowa¢ jako uktad drugiego rzedu ze wspot-
czynnikiem tlumienia £, oraz czestoscig drgan wilasnych w,, . Wynikowe przyspieszenie

wskazywane przez czujnik daje wzor:

w? Sz —Cxy Cxz bx
Na
Ameas = C S —C arvu + b + o, (472)
52 + 28qwp, 5 + w2, * Y Yz v
—Cyz Cyz Sz bz

Przyjmujac analogiczne zalozenia, predkosci katowe uzyskane z modelu giroskopéw przed-

stawia rownanie:

UJ2 Sz _Czy Coz bw
g
w = c s —Cp. | w+ |b,| +Ga +o 4.73
meas s2 + 2€gwn53 + W%,, zy Yy Yz Y cg g ( )
\ —Cgz Cyz Sz bz

gdzie G jest macierzg uwzgledniajgca wpltyw przyspieszen na wskazania giroskopow. Aby
uniknaé potrzeby projektowania skomplikowanych algorytmoéw filtracji w celu wyznacza-
nia orientacji przestrzennej, predkosci i pozycji na podstawie danych z czujnikéw na po-
trzeby uktadu INS, zdecydowano sie na zaburzanie rezultatow symulacji btedami szumu
oraz probkowania. Takie podejscie pozwala w dos¢ dobry sposéb dostroi¢ wyniki modelu
INS do rzeczywistych danych uzyskanych z systemu nawigacyjnego bez potrzeby kompli-

kacji modelu matematycznego.

4.2 Opis modelu symulacyjnego

Model symulacyjny zostal zaprojektowany w srodowisku MATLAB/Simulink w
wersji R2023a. Modele opisane w poprzednich rozdziatach zaprogramowano w Simulinku

zgodnie z Rysunkiem 4.3. Dane wejsciowe sa wezytywane skryptem napisanym w MATLA-
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Bie, w ktorym to réwniez napisano skrypty do analizy wynikoéw. Model uktadu sterowania,
a takze weryfikacja oraz walidacja modelu zostanie opisana w kolejnym rozdziale. Przed-
stawiony model symulacyjny sktada sie z blokéw wyznaczajacych obcigzenia od uktadu
sterowania, grawitacji, aerodynamiki oraz zespotu napedowego, blokéw wyznaczajacych
parametry srodowiska oraz charakterystyki bezwladnosciowe, a takze blokéw odpowiada-
jacych za rozwiazywanie dynamicznych réwnan ruchu oraz opisujacych model czujnikow
bezwtadnosciowych. Wejsciem do modelu uktadu sterowania jest macierz sygnatow od-
palen poszczegolnych silnikow korekcyjnych oraz aktualne potozenie $rodka ciezkosci, a
wyjSciem sity i momenty generowane przez uktad sterowania. Opis modelu znajduje sie w
rozdziale 4.1.9. Model obciazen od grawitacji opisano w rozdziale 4.1.8. Model wymaga
podania aktualnej masy rakiety oraz macierzy transformacji z uktadu nawigacyjnego do
uktadu rakiety, a zwraca silty i momenty wynikajace z dzialania grawitacji. Zespot na-
pedowy wymaga podania aktualnego potozenia srodka ciezkosci oraz lokalnego ci$nienia
atmosferycznego, a zwraca obciazenia wynikajace z dziatania silnika gtownego oraz flage
informujaca o dziataniu silnika. Model opisany zostal w rozdziale 4.1.7. Obciazenia ae-
rodynamiczne wyznaczane sa zgodnie z zaleznoSciami opisanymi w rozdziale 4.1.6. Jako
dane wejsciowe model wymaga stanu pracy silnika gltéwnego, aktualnego potozenia srodka
ciezkosci, predkosci liniowej rakiety wzgledem powietrza, predkosci katowych, katow na-
plywu, ci$nienia dynamicznego oraz aktualnej liczby Macha. Model zwraca sity i momenty
aerodynamiczne. Wejéciem do modelu czujnikéw bezwladnos$ciowych sa aktualne przyspie-
szenia 1 predkosci katowe rakiety, potozenie Srodka ciezkosci, potozenie i predkosc rakiety
w uktadzie nawigacyjnym, katy orientacji przestrzennej, macierz transformacji oraz ci-
$nienie atmosferyczne, a wyjéciem te same parametry zaburzone przez model czujnikow
opisany w rozdziale 4.1.10. Zmiany charakterystyk bezwladnoSciowych wyznaczane sa na
podstawie aktualnego ciggu silnika gtéwnego oraz ciggu poszczeg6lnych silnikéw korekceyij-
nych. Model zwraca aktualng mase, potozenie §rodka ciezkosci oraz macierz momentow
bezwtadnosci wyznaczane zgodnie z zalezno$ciami opisanymi w rozdziale 4.1.5. Wejsciem
do modelu $rodowiska opisanego w rozdziale 4.1.4 sa predkosci liniowe rakiety, wysokosc¢
oraz macierz transformacji. Wyjsciem z modelu sa katy naptywu, liczba Macha, predkosci
linowe wzgledem powietrza, ci$nienie dynamiczne, gestos¢ oraz cisnienie otoczenia. Dy-
namiczne réwnania ruchu opisane w rozdziatach 4.1.2 oraz 4.1.3 wymagaja podania sit i
momentoéw dzialajacych na rakiete oraz aktualnych charakterystyk bezwladnos$ciowych.
Wyjsciem z modelu jest peten wektor stanu rakiety: predkosci liniowe i katowe, potozenie
rakiety oraz katy orientacji przestrzennej uzupetnione o przyspieszenia liniowe oraz ma-
cierz transformacji. Parametry niezbedne do symulacji modelu zostaty podane w rozdziale

nastepnym.
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Rysunek 4.3: Schemat blokowy modelu symulacyjnego opracowany w srodowisku Simulink



5 Badania poligonowe Rakietowej Platformy Badaw-

czej

W ramach prac autorowi przypadlo w udziale uczestnictwo w projekcie badawczo-
rozwojowym o tytule ., Opracowanie gazodynamicznego modutu sterujgcego, precyzyjnego
naprowadzania dla pocisku rakietowego”, finansowanym przez Narodowe Centrum Badan
i Rozwoju w ramach umowy nr DOB-SZAFIR/03/B/002/01/2021, w ramach programu
»Rozwdj nowoczesnych, przetomowych technologii stuzgcych bezpieczenstwu 1 obronnosci
panstwa” — SZAFIR 1, ktory realizowany byt w okresie 01.06.2021 r. — 31.05.2024 r. Ce-
lem projektu byto wykonanie oraz badania demonstratora ukladu sterowania pociskiem
rakietowym, ktory sktada sie z kilkudziesieciu rakietowych silnikow korekcyjnych na staly
material pedny, zar6wno od strony sprzetu jak i oprogramowania umozliwiajacego precy-
zyjne naprowadzania na wczesniej zdefiniowany cel naziemny. Wyposazenie rakiety w taki
uktad powinno znaczaco wplynaé na poprawe jej celnoéci i prawdopodobienstwa trafienia
celu, co umozliwitoby zmniejszenie niezbednej ilogci wystrzelonych rakiet, a wiec réwniez
zmniejszenie kosztéow operacyjnych dziatania jednostek wojskowych.

Opracowany modul sterujacy wraz z algorytmami nawigacji i sterowania wyma-
gal przetestowania w warunkach poligonowych. W tym celu opracowano takze Rakietowa
Platforme Testowa (RPT) ORION. Jest to rakieta kalibru 122 mm o dlugosci ponad 2
m o zasiegu okoto 10 km, co umozliwia jej testowanie na poligonach wojskowych dostep-
nych w kraju. W czasie trwania projektu udalo sie przeprowadzié¢ lacznie 14 strzalow,
ktore pozwolily na dopracowanie konstrukeji oraz przetestowanie efektywnosci dziatania
opracowanego modutu sterujacego. Dodatkowo mozliwe byto przeprowadzenie weryfikacji
i walidacji opracowanego modelu symulacyjnego. Weryfikacja miata na celu sprawdze-
nie czy przygotowany model symulacyjny odzwierciedlal zachowanie poruszajacego sie z
duza szybkoscia i wirujacego pocisku rakietowego. Wymagat on dostarczenia danych geo-
metrycznych, masowych, osiggowych i aerodynamicznych obiektu. Analizie podlegaly tra-
jektoria, orientacja oraz wartosci predkosci liniowych i katowych obiektu. Po pozytywnej
weryfikacji, proces walidacji mial na celu sprawdzenie, czy symulowany obiekt zachowuje
sie jak badana rakieta ORION. Dodatkowo bazujac na dostepnych danych telemetrycz-
nych mozliwe bylo dostrojenie parametréw obiektu, szczegélnie aerodynamicznych, aby
wynik symulacji modelu odpowiadal z wymagana doktadnoscia danym uzyskanym z te-

stow lotnych.

5.1 Weryfikacja modelu matematycznego

W probach poligonowych brato udziat tacznie 14 rakiet. Pierwsze sze$¢ prob po-
ligonowych miato na celu dopracowanie konstrukeji samej rakiety, a kolejne osiem testy

modulu sterowania. Kazda wyprodukowana rakieta byla wazona, mierzony byl jej Sro-
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dek ciezkosci, a takze gtéwne momenty bezwladnosci. Po ustaleniu geometrii zewnetrznej
docelowej konstrukcji wyznaczono jej charakterystyki aerodynamiczne. Zmierzono takze
parametry bezwladnosciowe silnikéw korekcyjnych, ich ciag oraz ciag silnika gltéwnego.
Na podstawie ostatnich oémiu strzaléow opracowano generyczny model rakiety ORION,
uzupetniony o dane niezbedne do dzialania modelu symulacyjnego. Weryfikacja modelu
mialta na celu sprawdzenie, czy zachowanie si¢ w locie symulowanego obiektu bedzie od-
powiada¢ oczekiwaniom. Jakosciowym ocenom podlegaly przebiegi trajektorii, predkosci

liniowych i katowych oraz katy orientacji przestrzenne;j.

5.1.1 Charakterystyki bezwladno$ciowe

Mase, polozenie srodka ciezkosci rakiety oraz jej macierz momentow bezwtadnosci
w chwili startu oraz po wypaleniu si¢ materiatu pednego silnika gtéwnego przedstawia Ta-
bela 5.1. Czes¢ wartosci zostalo zmierzonych eksperymentalnie, takie jak masa startowa,
masa materialu pednego, podtuzne potozenie srodka ciezkosci oraz gtowne momenty bez-
wtadno$ci. Pozostale dane zaczerpnieto z przygotowanego modelu CAD rakiety. Potozenie
srodka ciezkosci badane bylo poprzez zawieszenie rakiety na cienkiej lince w taki sposob,
aby znalazta sie ona w potozeniu rownowagi. Momenty bezwtadnosci zmierzono za pomoca

wahadta zawieszonego na czterech linkach.

Tabela 5.1: Charakterystyki bezwladnosciowe rakiety ORION

Parametr Symbol Wartosé Jednostka Zrodto

Masa startowa mo 31,74 L Eksperyment
Masa materiatu pednego my 6,35 8 Eksperyment
S, o Tego 0,818 Eksperyment
Polojenie srodla cig/kosel v 6,955 Model CAD
Zego —1,775¢74 o Model CAD

C C Teg,, 0,932 Eksperyment
ol ol s e
PO WyP S ~92,212¢* Model CAD
Lo, 0,069 Model CAD

Momenty bezwtadnosci

. Iy, 9,223 Eksperyment
w chwili startu I.., 9,199 Eksperyment
Momentv dewiacvine Ly, —5408, 240e~° Model CAD
BRI L., 220, 0326 Model CAD
Ly —183,511e® |, Model CAD
. Loa 0,065 ™ Model CAD
Momenty bezwtadno$ci b
o wypaleniu materialu pednego Ly, 7,272 Eksperyment
P I.., 7,312 Eksperyment
Momentv dewiacvise Ly, —3638,069¢° Model CAD
oW a}lfeniu ma?erialu dnego Lyz, 219, 130¢™ Model CAD
PO wyD beaneso 266, 195¢ Model CAD
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5.1.2 Parametry zespolu napedowego

Ciag silnika gtéwnego zostatl zmierzony eksperymentalnie, wykorzystujac do tego
specjalne stanowisko zwane hamownia. Przeprowadzono kilka eksperymentow, na podsta-
wie ktorych oszacowano przebieg ciagu. Rysunek 5.1 przedstawia usredniona i wygtadzona
krzywa ciggu zalezna od czasu. Zalozono, ze w czasie eksperymentow cisnienie otoczenia

wynosito p, = 101325 Pa, a srednica wylotowa dyszy wynosi d, = 68 mm.
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Rysunek 5.1: Ciag silnika gtéwnego w funkeji czasu

5.1.3 Charakterystyki aerodynamiczne

Charakterystyki aerodynamiczne, w postaci pochodnych, zostaty obliczone jako
funkcje liczby Macha. Wykorzystano w tym celu specjalne oprogramowanie bazujace tylko
na geometrii zewnetrznej obiektu, ktore wykorzystuje w wiekszosci pot-empiryczne zalez-
nosci w celu szacowania parametrow aerodynamicznych rakiet i pociskow. Wspoétczynniki
aerodynamiczne uzyte w modelu przedstawia Rysunek 5.2. Wewnatrz symulacji sa one

interpolowane w zalezno$ci od aktualnej liczby Macha.
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(a) Wspotczynnik oporu dla zerowego kata natarcia (b) Wspotezynnik oporu dla zerowego kata natarcia
przy wiaczonym silniku przy wylaczonym silniku

(c¢) Pochodna wspotczynnika oporu po kwadracie  (d) Pochodna wspotczynnika sity normalnej po

kata natarcia kacie natarcia
(e) Pochodna tlumiaca wspoétczynnika sity (f) Pochodna wspoétczynnika momentu
normalnej po predkosci katowej pochylajacego po kacie natarcia
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(g) Pochodna ttumigca wspolczynnika momentu (h) Wspotezynnik momentu przechylajacego
pochylajacego po predkosci katowej wymuszajacy rotacje

(i) Pochodna ttumiaca wspotezynnika momentu  (j) Pochodna wspotczynnika sity bocznej wyzszego

przechylajacego po predkosci katowej rzedu
(k) Pochodna wspo6tczynnika momentu (1) Pochodna wspétczynnika momentu
przechylajacego wyzszego rzedu odchylajacego wyzszego rzedu

Rysunek 5.2: Wspolezynniki aerodynamiczne wykorzystywane w modelu symulacyjnym
w funkcji liczby Macha
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5.1.4 Parametry silnikow korekcyjnych

Charakterystyka ciggu pojedynczego silnika korekcyjnego w funkcji czasu przed-
stawiona zostata na Rysunku 5.3. Dane te uzyskano u$redniajac wyniki z kilku pomiaréw
przeprowadzonych na hamowni. Przebieg ciagu charakteryzuje sie stosunkowo duza war-
toscia maksymalna, siegajaca prawie 700 N, biorac pod uwage mase i wymiary ziarna, oraz
bardzo krotkim czasem palenia, rzedu setnych czesci sekundy, co jest bardzo pozadana
cechg dla takich ukladéw sterowania. Dzieki temu wypadkowa sita sterujaca dzialajaca
na rakiete zakresla niewielki kat w czasie obrotu rakiety, co pozwala na osiagniecie duzej

precyzji katowej strzatu.
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Rysunek 5.3: Ciag silnika korekcyjnego w funkcji czasu

Rakietowa platforma testowa ORION wyposazona zostata w gazodynamiczny mo-
dut sterujacy skladajacy sie tacznie z 32 silniczkéw korekcyjnych réwno rozmieszonych na
obwodzie rakiety w czterech réwnoleglych ptaszczyznach po 8 w kazdej. Kazda z plasz-
czyzn byla przesunieta katowo wzgledem pozostatych o 11,25 stopnia. Numer kazdego
silniczka wraz z jego potozeniem katowym, potozeniem plaszczyzny, w ktorej sie znajduje
mierzonym od punktu referencyjnego (koniec dyszy rakiety) oraz kolejnoscia uruchamia-

nia przedstawia Tabela 5.2.

95



Tabela 5.2: Polozenie oraz kolejnosé uruchamiania silnikow korekcyjnych

Polozenie plaszczyzny
wzgledem punktu
referencyjnego |m|

Numer Kolejnosé Polozenie katowe
silniczka uruchamiania w plaszczyznie |deg|

1 1 0 1,1027
2 5 180 1,1027
3 3 90 1,1027
4 7 270 1,1027
5 2 45 1,1027
6 6 225 1,1027
7 4 135 1,1027
8 8 315 1,1027
9 9 22.5 1,1462
10 13 202,5 1,1462
11 11 112,5 1,1462
12 15 292,5 1,1462
13 10 67,5 1,1462
14 14 247,5 1,1462
15 12 157,5 1,1462
16 16 337,5 1,1462
17 17 11,25 1,1898
18 21 191,25 1,1898
19 19 101,25 1,1898
20 23 281,25 1,1898
21 18 56,25 1,1898
22 22 236,25 1,1898
23 20 146,25 1,1898
24 24 326,25 1,1898
25 25 33,75 1,2332
26 29 213,75 1,2332
27 27 123,75 1,2332
28 31 303,75 1,2332
29 26 78,75 1,2332
30 30 258,75 1,2332
31 28 168,75 1,2332
32 32 348,75 1,2332

Charakterystyki bezwladnosciowe pojedynczego silnika korekcyjnego, w postaci
masy, momentéw bezwladnosci oraz potozenia srodka ciezkosci wzgledem osi rakiety, ktore
umozliwiaja uwzglednienie wptywu spalania materiatu pednego poszczegélnych silnikow
na bezwladnosc¢ catej rakiety, uzyskane z pomiaréw i uzupelnione danymi z modelu CAD

przedstawia Tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Charakterystyki bezwladnosciowe pojedynczego silnika korekcyjnego

Parametr Symbol  Wartos¢ Jednostka Zrodto
Masa materiatu pednego Mgk 5,8 g Eksperyment
leeglosc sr.()dka. ciezkosci e 29 m Model CAD
ziarna od osi rakiety
L. Ly,  0,209e7° Model CAD
Efﬁf;(;zyieb;zﬁzdnosm L. 0,331 kgm®  Model CAD
I., 0,331e" Model CAD

5.1.5 Parametry modelu czujnikéw inercjalnych

Parametry czujnikéw inercjalnych zostaly wyznaczone na podstawie karty katalo-
gowej czujnikow ADIS16467 uzytych w rakiecie [135]. Przyjeto, ze jednostka IMU znajduje
sie w osi rakiety w odleglodci 1,536 m od punktu referencyjnego. Parametry wykorzysty-
wane w modelu akcelerometrow przedstawia Tabela 5.4, a w modelu giroskopéw Tabela
5.5. Dodatkowo przyjeto czestotliwosci przekazywania parametréw nawigacyjnych przez
uklad INS, dla katoéw orientacji przestrzennej byto to 25 Hz, dla polozenia i predkosci 5
Hz.

Tabela 5.4: Parametry modelu akcelerometrow

Parametr Wartos¢ Jednostka
Czestos¢ wiasna 127,32 rad/s
Wspotezynnik ttumienia 0,698 -

Btad skali 1 m/s?
Nieprostopadtosé osi o =0.05 deg
Przesuniecie zera o= 13e %gaec m/ s
Saturacja 40gq m/s?
Gestos¢ szumu le ¥ Guce (m/s?)/vVHz
Okres probkowania 200 Hz
Kwantyzacja 32 Bit

Tabela 5.5: Parametry modelu giroskopow

Parametr Wartoscé Jednostka
Czestos¢ wlasna 116,71 rad/s
Wspotezynnik ttumienia 0,698 -

Blad skali 1 m/s?
Nieprostopadtos¢ osi o=20,05 deg
Przesuniecie zera o =0,0017 deg/s
Saturacja 2000 deg/s
Gestos¢ szumu o8 X 1,6e7° (deg/s)/v/Hz
Gestos¢ szumu o8 Y i Z 4,2¢76 (deg/s)/v/Hz
Okres probkowania 200 Hz
Kwantyzacja 32 Bit
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5.1.6 Wyniki symulacji

W celu przeprowadzenia weryfikacji modelu symulacyjnego, dane przedstawione w
poprzednim rozdziale uzupelniono o parametry zwigzane ze startem z wyrzutni, parame-
try srodowiska oraz dane miejsca startu. Przyjeto, ze dlugo$¢ szyny wyrzutni wynosi 5, 94
m, a potozenie §lizgaczy odpowiednio 0, 04 m dla tylnego §lizgacza i 0, 68 m dla przedniego,
mierzac od punktu referencyjnego. Wyrzutnia znajdowata sie w miejscu o wspotrzednych
53, 35648 stopni szerokosci geograficznej, 15,63743 stopni dtugoéci geograficznej i wyso-
kosci nad elipsoida WGS-84 wynoszacej 116 m. W czasie startu panowala temperatura
15°C', cisnienie 1023 hPa, a wilgotno$¢ powietrza wynosita 50%. Pionowy profil wiatru

przedstawia Rysunek 5.4.
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Rysunek 5.4: Pionowy profil wiatru

Po wprowadzeniu niezbednych danych przeprowadzono symulacje lotu rakiety. Wy-
niki symulacji przedstawia Rysunek 5.5. Czesé (a) pokazuje przebieg sktadowych predkosei
linowej. Rakieta rozpedza sie do ponad 460 m/s, a uderza w ziemie z predkoscia okoto 230
m/s. Oscylacje predkosci poprzecznych wynikaja z ruchu obrotowego rakiety. Czes¢ (b)
przedstawia predkosci katowe. Maksymalna predkosé¢ wirowania wyniosta ponad 4,7 Hz.
Na czesci (¢) widoczne sg skladowe polozenia rakiety w ukladzie nawigacyjnym. Zasieg
lotu wyniost okoto 9300 m, a maksymalna wysoko$é¢ lotu niecate 3000 m. Katy orienta-
cji przestrzennej widoczne sg na czesci (d). Rakieta skreca po starcie o okolo 10 stopni

wzgledem azymutu startowego, kat strzalu wynosil 45 stopni, a przyziemienie nastapito
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pod katem okoto —60 stopni. Dwuwymiarowa oraz trojwymiarowa trajektoria rakiety
widoczne sa w czesci (e) oraz (f). Czes¢ (g) przedstawia zmiane parametrow atmosfery
w czasie lotu wraz z predkoscia Macha, ktéra maksymalnie wyniosta okoto 1,4. Katy
naplywu przedstawia czesé (h). W czesciach od (i) do (1) przedstawiono poréwnanie przy-
spieszen, predkosci katowych, sktadowych potozenia oraz katow orientacji przestrzennej
zwracanych przez model nawigacji, w kolorze czerwonym, do danych wynikajacych z roz-
wigzania réwnan ruchu, w kolorze niebieskim. Mozna zauwazy¢ dosé¢ dobra zgodnosé wy-
nikow. Analizujgc otrzymane wyniki zauwazy¢ mozna, ze trajektoria rakiety odpowiada
krzywej balistycznej, a przebiegi predkosci liniowych, katowych i katéow orientacji prze-
strzennej odpowiadaja lotowi wirujacego obiektu o duzej predkosci. Przedstawione wyniki

symulacji potwierdzaja poprawnos¢ zaimplementowanego modelu rakiety.
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(e) Mapa lotu (f) Trajektoria lotu

(g) Parametry atmosfery (h) Katy naptywu

(i) Sktadowe przyspieszenia liniowego - poréwnanie  (j) Sktadowe predkosci katowej - poréwnanie z
z modelem nawigacji modelem nawigacji
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Rysunek 5.5: Wyniki symulacji weryfikujacej poprawnos$é modelu

5.2 Opracowanie bazowego algorytmu sterujacego

Na potrzeby projektu, w celu przetestowania opracowanego modutu sterujacego,
nalezalo opracowac¢ algorytm sterowania i naprowadzania na nieruchomy cel naziemny.
Zdecydowano si¢ algorytm oprzeé¢ o klasyczne rozwigzania w postaci wariantu nawigacji
proporcjonalnej. Doktadny opis algorytmu oraz metodyki jego testowania w celu zasto-
sowania na rakiecie mozna znalez¢é w [136]. Opracowany algorytm sklada sie z trzech
gltownych czesci, ekstrapolacji danych nawigacyjnych, algorytmu naprowadzania opartego
o nawigacje proporcjonalng oraz algorytmu wyboru silnikéw korekcyjnych. Wejsciami do
algorytmu sa czas, predkosci liniowe w uktadzie nawigacyjnym, sktadowe polozenia w
ukladzie nawigacyjnym, predkosci katowe oraz katy orientacji przestrzennej. W pierwszej
kolejnosci algorytm uwzglednia fakt, ze dane o predkosci odnosza sie do punktu zamoco-
wania uktadu pomiarowego i przelicza je do potozenia Srodka ciezkosci rakiety zgodnie ze
wzorem:

VNece = VNu +w X (rCG - rIJWU) (51)

gdzie predkosci vy, 1 Vn,,,, 0dnosza si¢ odpowiednio do Srodka ciezkosci i srodka ukladu
pomiarowego w uktadzie nawigacyjnym, rog jest potozeniem srodka ciezkosci, ktore jest
wezytywane do algorytmu jako tabela sktadowych potozenia w funkcji czasu otrzymana
na podstawie symulacji, a ryyp jest potozeniem uktadu pomiarowego. Duzy wplyw na
doktadnos¢ dziatania calego algorytmu ma dokladno$é zadawania kierunku odpalenia sil-
nika korekcyjnego. Aby ja zachowaé¢ wymagana jest bardzo duza czestotliwo$¢ przesytania
danych nawigacyjnych, ktora nie moze by¢ zapewniona przez sam uktad nawigacji. Z tego

powodu postugujac sie prosty ekstrapolacja liniowa zwiekszana jest czestotliwosé infor-
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macji o kacie przechylenia oraz sktadowych potozenia rakiety zgodnie ze wzorami:

Bpyy = Op+T,- Py (5.2)
X1 = X+ 715Uy, (5.3)
Yir = Yot T,V (5.4)
T = Zu 4T, W (5.5)

gdzie T jest krokiem czasowym wykonywania algorytmu, a U,, V,, W, sa skladowymi
predkosci srodka masy w ukladzie nawigacyjnym. Algorytm ten zaklada, ze predkosci
katowe i liniowe nie zmieniaja sie pomiedzy krokami algorytmu i pozwala bardzo doktad-
nie wygladzi¢ przebiegi kata przechylenia i sktadowe polozenia jak przedstawia Rysunek
5.6. Kolorem niebieskim zaznaczone sa wartosci sygnatéw z uktadu nawigacji, a kolorem
czerwonym wartosci po ekstrapolacji. Zauwazy¢ mozna wyrazng dyskretyzacje sygnatow
niebieskich spowodowang niska czestotliwoscig dostarczania informacji nawigacyjnych, a

takze wygltadzone przebiegi sygnaléw ekstrapolowanych.

(m) Kat przechylenia (n) X sktadowa polozenia

Rysunek 5.6: Por6wnanie danych nawigacyjnych przed i po algorytmie ekstrapolacji

Algorytm nawigacji proporcjonalnej w trzech wymiarach mozna znalezé w [137,
138, 139|. Bazuje on na zalozeniu, ze rakieta osiagnie swoj cel jesdli orientacja linii wizo-

wania (linii laczacej rakiete z celem) wzgledem pewnego uktadu odniesienia nie bedzie sie
T
zmienia¢ w czasie. Na podstawie wzglednego potozenia celu Ryy = | Xoryr Y Zru

wyznacza sie kierunek niezbednego przyspieszenia normalnego do linii wizowania, aby ra-

kieta leciata do przewidywanego punktu spotkania z celem. Przyspieszenie to opisuje wzor:

Nemd;; = NV;:LJ )\U (56)

V.

Cxz

v

Cyz

gdzie 7,5 = z,y, 2, N jest stalag nawigacji proporcjonalnej, V. = |V,

Cay

T
] jest
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xy
spieszenie to wyliczane jest osobno w kazdej ptaszczyznie uktadu nawigacyjnego. Sktadowe

. . . . T
predkoscia zblizania, a A = [)\ Az /\yz} jest predkoscia katowa linii wizowania. Przy-

predkosci zblizania moga by¢ wyznaczone ze wzoréw:

v XrmUn + Yru Vs,

" V X’%]W + ngM

XrnUn + Zoy W,
v _ TmUn + Zrym (5.8)

VX + 23y

Yru Vi + ZeuWi,
v, = frm + Zrm (5.9)

VY2 + 22y

Katy linii wizowania z odpowiednimi ptaszczyznami uktadu nawigacyjnego wyrazaja wzory:

(5.7)

)\xy = atan2 (YTMa XTM) (510)
)\xz = atan2 (ZTMa XT]V[) (511)
/\yz = atan2 (ZTMa YTjw) (512)

Pochodne tych katoéw wzgledem czasu mozna obliczy¢ z zaleznosci:

: XV — YrauUy,
My = —SE (5.13)
vt Y1
: XeuWn — ZrnUy,
Aoz = — X2 T (5.14)
TM TM

YouWa — ZeyVa
Yiv + Ziu

Ayz = (5.15)
Nastepnie przyspieszenie normalne do linii wizowania 7z rownania (5.6) musi zostac¢ prze-
transformowane do uktadu rakiety oraz skompensowane o grawitacje za pomoca zalezno-
Sci:

Aemd = Cﬁ (C]LVoSncmd - g) (516)

gdzie CY, ¢ jest macierza transformacji z uktadu zwigzanego z linig wizowania do ukladu

nawigacyjnego dang zaleznoscia:

—sin (Agy) —sin (Ag.) 0
Clos = | cos (Agy) 0 —sin (Ay.) (5.17)
0 cos (Azz)  cos ()

Nastepnym krokiem algorytmu jest sprawdzenie szeregu warunkéw odpowiadajacych za

odpalenie silnikow korekcyjnych. Sa to:
1. Dany silnik korekcyjny nie zostal jeszcze wykorzystany

2. Czas, ktory uptynat od chwili uruchomienia ostatniego silnika korekcyjnego t;,s: jest
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dtuzszy niz wartosé¢ 7 € (0; 00)
t—tiase > T (5.18)

3. Silnik korekcyjny musi by¢ uruchomiony w takiej chwili czasu, aby wypadkowa sita
ciggu byta skierowana w kierunku zadanego przemieszczenia bocznego, co znaczy,
ze warto$¢ bezwzgledna z réznicy fazy bledu v i kata ¢g,, na ktérym znajduje sie
dany silnik korekcyjny pomniejszona o katy wyprzedzenia sterowania byta mniejsza

lub rowna pewnej wartos$ci progowej ~y:

|7 = Gsk, — 7 — P (1a+ 7o) < (5.19)

gdzie 7, jest op6zZnieniem splonki silnika, 74 jest czasem, po ktorym silnik wy-
korzysta potowe swojej energii, v = atan2 (acmdy,acmdz) jest zadanym kierunkiem

dzialania.

4. Zadzialanie uktadu sterowania nastepuje, gdy warto$¢ kata pochylenia pocisku ©
jest mniejsza lub réwna zadanej wartoéci ©, oraz gdy czas ¢ mierzony od poczatku

lotu jest wigkszy lub réwny ¢,:

O<O,At>t, (5.20)

5. Zadane przyspieszenie boczne osiagnie pewna wartoS¢ progowa a:

\/(azmdy + aimdz> 2 Qg (5.21)

Algorytm wyboru silnikow korekcyjnych zostal doktadnie opisany w pozycjach [140, 141].
Kazdy silnik korekcyjny posiada swdj numer oraz kat na obwodzie rakiety, na ktorym sie
znajduje, a takze kolejnos¢ uruchomienia, zgodnie z Tabelg 5.2. Idac zgodnie z ta kolej-
no$cig dla kazdego silnika sprawdzane sa warunki opisane wyzej. Jesli wszystkie warunki
sa spelnione dane silnik zostaje zaznaczony jako uruchomiony, a algorytm przechodzi do
sprawdzania tych warunkow dla kolejnego silnika z tabelki. Uruchomiony silnik zaczyna
produkowa¢ ciag zgodny Rysunkiem 5.3 po czasie rownym opdéznieniu sptonki. Po imple-
mentacji algorytmu w Srodowisku Simulink przeprowadzono symulacje jego dziatania. W
tym celu wygenerowano trajektorie referencyjna, ktorej ostatni punkt przyjeto jako cel tra-
fienia, a nastepnie zaburzono poczatkowe katy strzatu o kilka stopni i ponownie puszczono
symulacje z wlaczonym algorytmem sterowania. Wyniki lotu sterowanego przedstawiono

na Rysunku 5.7.
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(a) Sktadowe predkosci liniowej (b) Sktadowe predkosci katowej

(c) Sktadowe predkosci liniowej (d) Sktadowe predkosci katowej

(e) Sktadowe potlozenia (f) Katy orientacji przestrzennej
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(g) Mapa lotu (h) Trajektoria lotu

Rysunek 5.7: Wyniki symulacji weryfikujacej poprawnosé¢ implementacji algorytmu
sterowania

Kolorem niebieskim oznaczono na wykresach lot niesterowany, a kolorem czerwo-
nym sterowany. Porownano przebiegi predkosci liniowych (a), predkosci katowych (b),
sktadowych polozenia (c) oraz katow orientacji przestrzennej (d). Najwiekszy wplyw
dziatania uktadu sterowania wida¢ na wykresie predkosci katowych, gdzie pojawiaja sie
charakterystyczne oscylacje wynikajace z reakcji rakiety na kolejne odpalenia silniczkow.
Widoczna jest réwniez zmiana kata odchylenia rakiety spowodowana naprowadzaniem sie
na cel. Zmiane trajektorii wynoszaca wzgledem lotu niesterownego okoto 200 m, pokazuja
mapy przedstawione w czesciach (e) i (f). Wynikowy blad trafienia wyniost nieco ponad
9 m przy uzyciu wszystkich dostepnych silnikow korekcyjnych. Wykres przedstawiajacy
odlegtos¢ do punktu trafienia w czasie lotu oraz historie odpalen kolejnych silnikow ko-

rekcyjnych przedstawia Rysunek 5.8.

66



LOS =9.11

10000
800( .
T 600! .
8
O 400( .
200 .
( -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t[s]
0.
— 0.
o .
0
( o
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t[s]

Rysunek 5.8: Przebieg odleglosci do celu w czasie (gora) oraz historia odpaleni silnikow
korekcyjnych (dot)

5.3 Walidacja modelu symulacyjnego

Po pozytywnej weryfikacji implementacji modelu rakiety, proby poligonowe zostaty
wykorzystane takze w celu jego walidacji. Testy przeprowadzano na dwoch poligonach woj-
skowych: w Osrodku Szkolenia Poligonowego Wojsk Ladowych w Zaganiu oraz w Centrum
Szkolenia Wojsk Ladowych w Drawsku Pomorskim. Opisywanym prébom podlegaty dwa
egzemplarze rakiety ORION o numerach 011, testowana w Drawsku, oraz 014, testowana
w Zaganiu. Rakietowa platforma testowa ORION wyposazona zostata w radiowy modut
telemetrii, ktory na biezaco w trakcie lotu przesylal parametry lotu rakiety. Celem lotu nr
011 bylo sprawdzenie efektywnosci odsterowania rakiety w jednym kierunku. W tym celu
wykorzystano uproszczony algorytm sterowania, bez algorytmu naprowadzania, ktorego
zadaniem bylo wystrzelenie wszystkich silnikow korekcyjnych w ustalong wcze$niej jedna,
lewa patrzac wzdluz rakiety, strone. Wyrzutnie ustawiono pod katem strzalu wynosza-
cym 45 stopni w elewacji, a azymut ustawiono w taki sposéb, aby lot odbywal si¢ wzdluz
pasa taktycznego. Na przewidywanej trasie lotu ustawiono 4 maszty telemetryczne, ktore
mialy za zadanie zebraé¢ jak najwiecej danych wysylanych przez rakiete w czasie lotu.
Sterowanie miato zacza¢ sie mniej wiecej po osiggnieciu przez rakiete apogeum, ktore
wypadato w okolicach 30 sekundy lotu. Lot rakiety nr 014, ktory odbyl sie na poligonie
w Zaganiu, testowal pelen algorytm sterowania przy czym cel trafienia celowo znajdowal
sie poza zasiegiem rakiety. Wyrzutnia byta tym razem ustawiona pod katem 58 stopni w
elewacji ze wzgledu na krotszy obszar poligonu. Azymut lotu zostal ustawiony tak, aby

rakieta spadta w ustalonym przez dowodce poligonu obszarze. Dane uzyskane z obu prob
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poligonowych przedstawiaja Rysunek 5.9 oraz Rysunek 5.10.

a) Predko$¢ w ukladzie nawigacyjnym b) Predkosci katowe
(a) Pre gacyjny ¢ 3
(c) Przyspieszenia liniowe (d) Modut przyspieszeni poprzecznych
(e) Mapa lotu (f) Trajektoria lotu

Rysunek 5.9: Dane telemetryczne z lotu RPT ORION nr 011
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(a) Predkos¢ w ukladzie nawigacyjnym (b) Predkosci katowe

(c) Przyspieszenia liniowe (d) Modut przyspieszeni poprzecznych

(e) Mapa lotu (f) Trajektoria lotu

Rysunek 5.10: Dane telemetryczne z lotu RPT ORION nr 014

Czes¢ (a) obu rysunkow przedstawia predkosci liniowe w uktadzie nawigacyjnym,

ktore zostaly oszacowane na podstawie trajektorii GPS. W obu przypadkach predkosé
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maksymalna wyniosta okoto 500 m/s. W drugim locie oscylacje na wykresie predkosci spo-
wodowane sa utratg czesci ramek telemetrycznych, ktora miata duzy wpltyw na doktadnosé
szacowania predkosci. Czesé (b) pokazuje predkosci katowe. Mozna zauwazy¢ charakte-
rystyczne oscylacje podczas dziatania uktadu sterowania. Rowniez widoczna jest utrata
ramek, szczegolnie w pierwszej czesci lotu, a takze dos¢ duzy szum giroskopow, szczegdl-
nie widoczny w kanale przechylenia. Na czesci (¢) oraz (d) widoczne sa przyspieszenia
liniowe. Charakterystyczne piki widoczne sa w miejscach odpalen silnikow korekcyjnych.
Czesei (e) oraz (f) przedstawiaja trajektorie rakiet naniesione na mape wraz z punktami
odpalen silnikow korekcyjnych. Widoczne jest na nich ugiecie trajektorii pod wplywem
dzialania ukladu sterowania. Obie proby zakonczyly sie pelnym sukcesem, uktady ste-
rowania zadzialy w poprawny sposéb, a uzyskane z lotow dane postuzyty do poprawy
jakosci 1 doktadnosci modelu symulacyjnego.

Parametrami, ktore bardzo wplywaja na osiagi rakiety oraz jej zachowanie w lo-
cie, a ktore jest stosunkowo trudno otrzymac sa charakterystyki aerodynamiczne. Kilka
ostatnich lotow zostato wykorzystanych w celu identyfikacji niektorych parametrow aero-
dynamicznych. W tym celu wykorzystano autorskie oprogramowanie stworzone na bazie
ksiazki [142]. Oprogramowanie to implementuje metode bledu wyjscia oraz metode btedu
filtra pozwalajac na dopasowanie parametréw modelu, gtéwnie charakterystyk aerodyna-
micznych, w taki sposob, aby wyjécia symulacji odpowiadaty danym eksperymentalnym.
Wyniki dzialania oprogramowania mozna znalez¢ w artykule [143]. Do identyfikacji wy-
brano cztery loty z najlepszym pod wzgledem jakoSci zestawem danych telemetrycznych.
Szacowaniu podlegaty gléwnie wspotezynnik oporu oraz momentu przechylajacego jako
funkcje liczby Macha, ale réwniez niektore inne wspoélczynniki. Poréwnywano wartosci
przyspieszenia podtuznego, predkosci katowej przechylania, sktadowych polozenia oraz

predkosci w ukladzie nawigacyjnym. Wyniki identyfikacji przedstawia Rysunek 5.11.
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(a) Przyspieszenia liniowe (b) Predkosci katowe
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(c) Sktadowe potozenia w ukladzie nawigacyjnym  (d) Predkosci liniowe w uktadzie nawigacyjnym

Rysunek 5.11: Wyniki dopasowania modelu po identyfikacji charakterystyk
aerodynamicznych

Czes¢ (a) Rysunku 5.11 przedstawia przyspieszenie liniowe podtuzne. Widoczny na
osi X czas jest to zlaczony czas wszystkich czterech zestawoéw danych. Charakterystyczne
piki przedstawiaja moment dzialania silnika gtownego. Czesé¢ (b) przedstawia predkosé
katows przechylania, a czesci (¢) 1 (d) odpowiednio sktadowe potozenia i predkosci w
uktadzie nawigacyjnym. Kolorem niebieskim oznaczone sa dane telemetryczne, a kolorem
czerwonym odpowiedz modelu. Po procesie identyfikacji widoczne jest do$é¢ dobre dopa-
sowanie obu krzywych na wszystkich wykresach. Proces ten pozwolit dostroi¢ wspotezyn-
niki aerodynamiczne modelu w taki sposob, aby model jeszcze lepiej potrafil przewidywac
zachowanie rakiety w locie. Po wprowadzeniu zaktualizowanych danych do modelu symu-
lacyjnego przeprowadzono symulacje majgce na celu sprawdzenie doktadnosci odwzoro-
wania rzeczywistej trajektorii rakiety przez model. Na Rysunku 5.12 przedstawiono mapy

trajektorii z telemetrii oraz z symulacji z nowymi wspotczynnikami aerodynamicznymi.

(a) Dane dla lotu RPT ORION nr 011
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(b) Dane dla lotu RPT ORION nr 014

Rysunek 5.12: Poréwnanie trajektorii rzeczywistej z symulacja po procesie identyfikacji

Rysunek 5.12 (a) przedstawia poréwnanie trajektorii z zapisow telemetrii oraz z
modelu. Odlegtos¢ punktu ladowania z modelu od punktu ladowania z telemetrii wynosi
176,53 m. Czas lotu rozni sie o —0,14 s. Roznica maksymalnej predkosci postepowe]
wyniosta 10,7 m/s, a maksymalnej predkosci katowej —0, 77 Hz. Maksymalne przyspie-
szenie startowe réznito sie o 3,48 g. Symulacja przewidziata apogeum wyzsze o 53,11 m,
a zasieg mniejszy o 113,58 m. W przypadku tego strzatu trajektoria z telemetrii schodzi
z kursu troche wczesniej niz przewidywal model, natomiast ponownie ugiecie trajektorii
jest bardzo zblizone dla obu przypadkéw. Model przewidzial nieco mniejszy zasieg rakiety.
Trzeba wzia¢ pod uwage, ze w czasie tego strzatu wiat dos¢ silny wiatr, ktorego doktadnej
predkosci i kierunku nie dalo sie uwzgledni¢ w modelu. Dla danych z Rysunku 5.12 (b)
odlegto$é¢ punktu ladowania z modelu od punktu ladowania z telemetrii wynosi 324, 14
m. Czas lotu ro6zni sie o0 —0,06 s. Réznica maksymalnej predkosci postepowej wyniosta
54,21 m/s, a maksymalnej predkosci katowej —0, 48 Hz. Maksymalne przyspieszenie star-
towe réznito sie o —6,89 g. Symulacja przewidziala apogeum nizsze o 15,28 m, a zasieg
mniejszy o 309, 75 m. Obie trajektorie bardzo dobrze pokazuja zagiecie trajektorii wyni-
kajace z dziatania uktadu sterowania. Obie trajektorie praktycznie sie pokrywaja w rzucie
z gory. Analizujac wyniki obu poré6wnan mozna uznaé, ze doktadnosé modelu jest satys-
fakcjonujaca, biorac pod uwage trudnos$é szacowania wiatru oraz stosunkowo niewielka
ilog¢ strzalow pozwalajaca na doktadniejszg identyfikacje modelu. Stwierdzono wiec, ze

walidacja przygotowanego modelu wraz danymi przebiegta poprawnie.

5.4 Wyznaczenie efektywnosci modulu sterujacego

Majac do dyspozycji doktadny model rakiety wraz z danymi wejSciowymi oraz

opracowany i przetestowany algorytm naprowadzania i sterowania, opisany w rozdziale
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5.2, przystapiono do wyznaczenia mozliwosci redukeji dyspersji miejsc upadku rakiety.
Na podstawie pomiaréw charakterystyk bezwtadnosciowych ostatnich o$miu jednakowych
konstrukcji, pomiaréw ciggu silnika gtéwnego oraz silniczkoéw korekcyjnych oszacowano
niepewnosci tych parametréow pod przeprowadzenie symulacji Monte Carlo. Dodatkowo
oszacowano takze niepewnosci charakterystyk aerodynamicznych, niepewnosci dla pro-
filu predkosci i kierunku wiatru oraz wyznaczono rzeczywiste odchylenie katow zejscia
z wyrzutni wzgledem jej poczatkowego ustawienia. Symulacje Monte Carlo polegaly na
puszczeniu wielu przypadkow, w kazdym z nich losujgc parametry modelu korzystajac z
odpowiedniego rozkladu, najczesciej normalnego, na podstawie przyjetych odchylen stan-
dardowych. Przeprowadzono 1000 symulacji dla przypadku niesterowanego oraz sterowa-
nego z uzyciem opisanego wyzej algorytmu sterowania. Wyznaczono dyspersje dla rakiety

dysponujacej 32 silnikami korekcyjnymi. Wyniki przedstawiono na Rysunku 5.13.
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Rysunek 5.13: Dyspersja miejsc upadku

Cres¢ (a) Rysunku 5.13 przedstawia rozrzuty dla przypadku niesterowanego, a
czesé (b) dla przypadku sterowanego. Czerwony diament jest celem trafienia, niebieskie
punkty oznaczaja miejsca upadku kazdej z 1000 rakiet, a kolorowe okregi oznaczaja pa-
rametr zwany kolowym bledem trafienia CEP, (ang. Circular Error Probable). Jest to
promien okregu w ktory zawiera sie % trafien. Najszerzej spotykana miara sa CEPj5
oraz CEPg3. Dodatkowo pokazano takze wartos¢ CEPgg traktujac ja jako wszystkie tra-
fienia, z pominieciem wartosci wyraznie ostajacych. Mozna zauwazy¢ dla przypadku (a),
promien CEP5, wynidst okoto 300 m, CEPg3 okolo 600 m, a CEPgg ponad 1 km. Przy
wykorzystaniu 32 silniczkow z algorytmie sterujacym udalo sie osiagnac¢ redukcje wartosci
CEP5 o prawie 80%, wartosci CEPg3 0 okolo 60%, a CEPgg o niecale 30%. Wartosé CEPs
znajduje sie ponizej 100 metréw co uznaje sie za dobry rezultat. Celem algorytmu opra-
cowanego w niniejszej pracy bedzie otrzymanie mniejszych lub poréwnywalnych wartosci

btedow CEP zachowujac lub zmniejszajac liczbe wykorzystanych silnikéw korekeyjnych.
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6 Optymalizacja

Majac opracowany, zweryfikowany i zwalidowany model symulacyjny przystapiono
do przygotowania metody optymalizacji w celu uzyskania sterowania, ktére powinno za-
pewnic trafienie w cel z wymagang dokladno$cig oraz zuzycie w tym celu minimalnej liczby
silnikéw korekcyjnych. Jak zaznaczono we wstepie spetnienie drugiego warunku uniemoz-
liwiato bezposrednie wyznaczenie czasow i kierunkéw odpalent silnikow korekcyjnych, gdyz
to wymagatoby znajomosci ich liczby. Dodatkowo zalozeniem bylto wykorzystanie metod
optymalizacyjnych dedykowanych dla funkcji ciaggtych. Z tego wzgledu niezbedna byla
zamiana ukladu sterowania z dyskretnego na ciagly, ktory mogtby nastepnie podlegac
optymalizacji. W tym celu dyskretne impulsy odpalen silnikéw korekcyjnych zamieniono
na dwa parametry sterujace U; oraz Us, ktére maja mozliwos¢ generowaé ciag w dwdch
prostopadtych kierunkach, zgodnie z osiami yyp oraz zyp ukladu niewirujacego, w obie
strony, moga wiec przyjmowaé wartosci dodatnie oraz ujemne. Sytuacje te przedstawiono

na Rysunku 6.1.

Rysunek 6.1: Parametry sterujace podlegajace optymalizacji

Ze wzgledu na zmiane charakterystyki sterowania zdecydowano sie zaniedba¢ wpltyw
charakterystyk bezwtadnosciowych silnikéw korekcyjnych. Zatozono, ze ciag generowany
przez parametry sterujace Uy, Uy nie powoduje ubytku masy rakiety. Przyjeto rowniez, ze
oba parametry dzialaja w jednej ptaszczyznie w odlegtosci rg, od punktu referencyjnego
(konica dyszy rakiety). Zdecydowano sie takze, bez utraty ogolnosci, wykonywa¢ obliczenia
dla atmosfery standardowej bez uwzgledniania wplywu wilgotnosci powietrza. Pominieto
rowniez model czujnikoéw bezwladnoSciowych, zalozono do obliczenn optymalizacyjnych,
ze algorytmy sterujace dysponuja idealnymi danymi dotyczacymi stanu rakiety. Wplyw

zatozenia o niewazkosci uktadu sterowania na zmiane parametrow lotu rakiety pokazuje
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Rysunek 6.2. Do obliczen uzyto symulacji z impulsowym ukladem sterowania, gdzie w

trakcie lotu wykorzystano 32 silniki sterujace.
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Rysunek 6.2: Wyniki poréwnania wptywu nie uwzgledniania zmian charakterystyk
bezwtadnosciowych uktadu sterowania na lot rakiety

Wykresy na Rysunku 6.2 przedstawiaja réznice miedzy wartoSciami poszczegol-
nych parametrow dla symulacji uwzgledniajacej i nieuwzgledniajacej zmiane masy rakiety
spowodowang dziataniem ukltadu sterowania. Przedstawione zostaly sktadowe predkosci
liniowej i katowej rakiety, sktadowe potozenia w uktadzie nawigacyjnym oraz katy orienta-
cji przestrzennej. Roznica miedzy miejscami upadku rakiety w obu symulacjach wyniosta
nieco ponad 1 metr. Na wykresach predkosci liniowych, katowych oraz katow orientacji
przestrzennej widoczne sa niewielkie oscylacje wystepujace w koncowej fazie lotu, ktore
wynikaja z przesuniecia fazowego wartosci tych parametréw zwigzanego z wirowaniem ra-
kiety. Nie ma to jednak duzego wplywu na wyniki co pokazuje réznica odlegtosci miedzy

trafieniami. Uznano, ze skorzystanie z tych zalozen upraszczajacych jest zasadne.
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6.1 Okreslenie funkcji kosztu

Celem optymalizacji jest wyznaczenie wartosci parametréw sterujacych w kazdej
chwili czasu w taki sposob, aby uzyska¢ trafienie w cel oraz zuzy¢ minimalng ilo$¢ energii.
Funkcje kosztu sformutowano wiec w nastepujacej postaci:

Ty

win J (1)) = X0 = X + /0 a(t)?dt (6.1)
gdzie u(t) jest wektorem parametréw sterujacych zaleznych od czasu, X®® = [X Y Z} !
opisuje wspotrzedne miejsca upadku rakiety zalezne od sterowania, a wspotrzedne celu
oznaczone zostaly jako X.,.q = [Xcmd Yemd Zcmd}T. Zdecydowano si¢ jako koszt kon-
cowy zadaé¢ kwadrat z modutu réznicy tych wektoréw zamiast zwyktej normy euklidesowej,
poniewaz przy liczeniu gradientu pojawiajacy sie w mianowniku pierwiastek powodowatby
niezdefiniowanie problemu przy dazeniu tego cztonu do zera. Kwadrat normy euklidesowe;j
nie powoduje tych problemoéw. Koszt ciagly jest to catka z kwadratu ciggu uktadu steru-
jacego po czasie. Zagadnienie w takiej postaci jest bardzo trudne do obliczenia, gdyz przy
locie trwajacym okoto 50 sekund, majac dwa parametry sterujace oraz krok czasowy in-
tegracji wynoszacy 0.001 sekundy liczba parametréw optymalizacyjnych wyniostaby 100
tysiecy. Aby zmniejszy¢ wymiar problemu zdecydowano sie po pierwsze sterowaé¢ tylko
w fazie opadania rakiety, co rowniez na starcie miato ograniczy¢ ilo$é zuzytej energii, a
takze zastosowano kawatkami stata dyskretyzacje parametrow sterujacych, przedstawiona

na Rysunku 6.3.

Rysunek 6.3: Kawatkami stata dyskretyzacja parametrow sterujacych
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Polega ona na podzieleniu okresu opadania rakiety na pewna ilo$¢ przedziatow i
zalozeniu, ze w tych przedzialach parametry sterujace maja wartos¢ staty. Optymalizacji
podlegaty wtedy tylko wartosci tych parametréw w kazdym z przedziatow. Po kilku testach
zdecydowano sie na uzycie 50 przedzialow co dato tacznie 100 zmiennych optymalizacyj-
nych. Dodatkowo rozwiazywane zagadnienie posiada nieustalony czas koncowy. Symulacja
konczy sie w momencie uderzenia rakiety w ziemie, wiec czas koncowy zmienia si¢ z itera-
¢ji na iteracje. Aby uniknaé¢ probleméw mogacych wynikaé z tego zjawiska, podazajac za
procedura opisana w [144|, zamieniono granice catkowania z przedziatu T' € (Ty; Ty), gdzie
Ty jest poczatkowym czasem symulacji, na przedzial jednostkowy T € (0; 1) dodajac czas
koncowy do parametrow optymalizacyjnych. Powoduje to, ze liczba iteracji w procedurze
catkowania za kazdym razem jest taka sama, zmienia si¢ natomiast krok catkowania. Po
zastosowanych przeksztalceniach funkcja kosztu przybrata postac:

uk,Tf

1
min J(uk,Tf) = ‘Xuk’Tf — Xcmd’2 + Tf/ uidt (62)
0

T T
gdzie u; = [ul Uy ... Usp| , W = [uv =U, uyg= UQ} jest wektorem parametrow

sterujacych, ktorego kazdy element sklada sie¢ z parametru w plaszczyznach poziomej i

pionowej.

6.2 Przygotowanie Srodowiska

Obliczenia optymalizacyjne zdecydowano sie przeprowadzi¢ z uzyciem otwartego
oprogramowania IPOPT (Interior Point OPTimizer) [145, 146]. Jest ono w calosci napi-
sane w jezyku C-++4 i umozliwia rozwigzywanie nieliniowych probleméw optymalizacyj-
nych z wiezami o duzej liczbie zmiennych. Metoda obliczeniowa opiera si¢ na algorytmie
punktu wewnetrznego (ang. Interior Point), ktory przeksztalca zadanie z ograniczeniami
w szereg probleméw bez ograniczen, minimalizowanych iteracyjnie. Krok optymalizacji
dobierany jest korzystajac z metody filtra. Dodatkowo wykorzystano oprogramowanie
ADOL-C shuzace do automatycznego rozniczkowania funkcji w jezyku C++. Korzysta
ono z wbudowanych w ten jezyk mozliwosci przecigzania operatorow i funkcji matema-
tycznych w celu wyznaczania gradientéw, jakobianow i hesjanow [147, 148]. Korzystanie z
metody automatycznego rézniczkowania znaczaco zwieksza doktadnosé obliczen optyma-
lizacyjnych, gdyz zapewnia analityczng, poza btedem maszynowym, doktadno$¢ wyzna-
czania pochodnych [149, 150]. Aby méc rozpoczaé obliczenia wymagane byto przeniesienie
modelu symulacyjnego rakiety z Simulinka do jezyka C++. Aby zachowa¢ kontrole nad
kodem i upewnié sie, ze bedzie on zwracal takie same wyniki po ttumaczeniu zdecydo-
wano si¢ na jego reczne przepisanie. Poréwnanie wynikow dziatania symulacji z Simulinka

i kodu C++ przedstawia Rysunek 6.4.
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Rysunek 6.4: Wyniki poréwnania dziatania modeli symulacyjnych w srodowisku
Simulink i jezyku C++

Poréwnywano ponownie sktadowe predkosci liniowych, katowych, sktadowe potoze-
nia w uktadzie nawigacyjnym oraz katy orientacji przestrzennej. Réznica miedzy upadkiem
rakiety w obu symulacjach (Simulink i C++) wyniosta niecale 10 metrow. Na wykresach
predkosci liniowych, katowych oraz katow orientacji przestrzennej widoczne sg niewielkie
oscylacje zwiekszajace amplitude w miare lotu rakiety, ktore wynikaja z przesuniecia fa-
zowego wartosci tych parametrow zwigzanego z wirowaniem rakiety. Roéznica w punkcie
upadku wynika¢ moze z innego dziatania niektorych funkeji, na przyktad trygonometrycz-
nych [151], a takze procedury calkowania i rozwiazywania rownarn liniowych, ktore moga
r6zni¢ sie miedzy dwoma jezykami. Stwierdzono, ze tak male réznice nie powinny mieé
wplywu na doktadnosé obliczeni, szczegolnie biorac pod uwage dokladno$é samego modelu

wzgledem danych telemetrycznych.
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6.3 Procedura optymalizacji

Optymalizacja przygotowanej funkcji kosztu realizowana bedzie w dwoch warian-
tach nazwanych tutaj metodami bezposrednia i posrednig. Obie metody zostang poréw-
nane pod wrzgledem czasu obliczen, doktadno$ci rozwiazania i stosowalnosci do opraco-
wanego zagadnienia. W metodzie bezposredniej problem ten zostanie sformutowany jako
zagadnienie programowania nieliniowego i rozwigzany bezposrednio wykorzystujac gra-
dient funkcji celu. W metodzie posredniej wykorzystana zostanie teoria sterowania opty-
malnego pod postacia Zasady Maksimum Pontryagina [152] w celu otrzymania wzoru
na gradient funkcji celu. Jest to jedno z fundamentalnych narzedzi w teorii sterowania
optymalnego, sformutowane w latach 50 ubieglego wieku jako warunek konieczny opty-
malnosci dla probleméw z wiezami dynamicznymi. Dla uktadu dynamicznego opisanego

rOwnaniami roézniczkowymi:
x(t) = f(x(t),u(t),t), x(to) =xo (6.3)

gdzie x(t) jest wektorem stanu zaleznym od czasu t, a u(t) wektorem sterowan, gdzie

celem jest minimalizacja kosztu danego jako:
J(u) = @ (x(Ty)) + L (x(t), u(t),?) (6.4)

sktadajacego sie z kosztu koncowego ®(...) oraz kosztu ciaglego L(...), gdzie T} jest

czasem koricowym, mozna wprowadzi¢ funkcje Hamiltona opisang réwnaniem:
Hx,w, A ) = L(x(£), u(t), £) + ATE (x(t), u(t), 1 (6.5)

gdzie wektor A(t) oznacza zmienne sprzezone zwane wspotczynnikami Lagrange’a. Zasada
maksimum moéwi, ze optymalne sterowanie w kazdej chwili czasu maksymalizuje funkcje

Hamiltona. Warunki konieczne optymalnosci wynikajace z tej zasady mozna przedstawic

jako:
OH
x(t) = BN (6.6)
Ao = -2 61
u'(t) = argrgggH(x*(t),u,)\(t),t) (6.8)

gdzie u*(t) jest sterowaniem optymalnym, a x*(f) odpowiadajaca mu trajektoria opty-

malna.
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6.3.1 Metoda bezpo$rednia

Oprogramowanie IPOPT wymaga zdefiniowania problemu optymalizacyjnego w
postaci klasy jezyka C+4. Wymagane jest sprecyzowanie wymiaru problemu, ilo§ci zmien-
nych optymalizacyjnych, ilosci i rodzaju wiezéw, a takze metod wyznaczajacych wartoscé
funkcji kosztu oraz jej gradientu i hesjanu. W metodzie bezposredniej wartos¢ funkcji
kosztu wyznaczana jest z rownania (6.2), a jej gradient obliczany jest z wykorzystaniem
oprogramowania ADOL-C, ktére zapamietujac operacje matematyczne wykonywane w
trakcie wyliczania wartosci funkcji od razu zwraca jej gradient. Hesjan zostal aproksy-
mowany przez $rodowisko IPOPT. Wartoéci parametrow sterujacych byty normalizowane
przez maksymalna wartosé ciagu do wartosci z przedziatu u; € (—1;1) i takie wiezy zo-
staly na nie nalozone. Czas konicowy réwniez ograniczany byt do przedzialu Ty € (0, 50),
aby uniknaé¢ nierzeczywistych rozwigzan. Procedura obliczeri w celu otrzymania wyniku

optymalizacji przedstawiona jest schematycznie na Rysunku 6.5.

Rysunek 6.5: Schemat procedury optymalizacji

Pierwszym krokiem byto wyznaczenie celu trafienia. Realizowano to poprzez sy-
mulowanie tak zwanej trajektorii referencyjnej. Ustawiano wyrzutnie na ustalone katy
strzatu, 0° azymutu i 45° elewacji, oraz uzywano danych odnoszacych sie do generycznego
modelu rakiety opisanych w rozdziale 5. Rakieta nie byta sterowana. W trakcie symulacji
wektor stanu rakiety x, sktadajacy sie z trzech sktadowych predkosci liniowych, katowych,
potozenia w ukladzie nawigacyjnym oraz katow orientacji przestrzennej, propagowany byt
w czasie z uzyciem metody catkowania Rungego-Kutty czwartego rzedu, zwanej potocznie
metoda RK4, z krokiem catkowania wynoszacym 0,001 sekundy. Réwnanie, ktore podle-

gato catkowaniu ma postaé:
x =f(t,x(t),ur(t)) (6.9)

gdzie f (...) jest funkcja prawych stron opisujaca model rakiety zalezna w ogolnosci od
czasu t, stanu rakiety x(t) oraz sterowania u(f). Symulacja konczyta sie w momencie
uderzenia rakiety w ziemie i ten punkt zapisywany byt jako cel X,,,4. Nastepnie poczat-

kowe katy strzatu, a takze parametry modelu rakiety takie jak charakterystyki bezwtad-
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noSciowe, wspolczynniki aerodynamiczne, ciag silnika gltownego oraz predkosé i kierunek
wiatru byly zaburzane wykorzystujac rozktad normalny. Jako warto$é¢ srednig przyjmo-
wano warto$¢ dla danych rakiety generycznej, a odchylenia standardowe dane jako war-

tosci bezwzgledne lub procent wartosci redniej okreslano zgodnie z Tabelg 6.1.

Tabela 6.1: Wartosci zaburzeni parametréw modelu rakiety

Parametr Odchylenie standardowe
Kat azymutu [deg] 1
Kat elewacji [deg] 0,66
Predkos¢ wiatru [m/s] 3
Kierunek wiatru |deg] 15
Wspolezynnik C, . [-] 0,5%
Wspotezynnik Cx,, ~[-] 1%
Wspotezynnik Cx , [-] 0,5%
Wspotezynnik Cy, [-] 5%
Wspotezynnik Cy,, || 5%
Wspotezynnik C,,. [-] 5%
Wspotezynnik Cp,, [-] 5%
Wspotezynnik Cj, [] 0,5%
Wspotezynnik Cy; |- 0,5%
Wspotezynnik Cy. , [-] 0,5%
Wspotezynnik Cp , [-] 0,5%
Wspotezynnik C, , [-] 0,5%
Ciag maksymalny [N] 1%
Czas dzialania silnika [s] 1%
Odchylenie ciagu od osi O [deg] 0,01
Kierunek odchylenia ciagu ®1 [deg] 0 — 360 (jednorodny)
Masa startowa mq |kg| 0,2753
Masa paliwa m,, |kg| 0,116
Wspotrzedna CG z.y, [m] 0, 00565
Wspotrzedna CG y,, [m] 2%
Wspotrzedna CG z.y, [m] 2%
Wspotrzedna CG z.,, [m] 0,0038
Wspotrzedna CG yeg, [m] 2%
Wspotrzedna CG z,, [m] 2%
Moment glowny I, [kgm?| 2%
Moment glowny 1, [kgm?] 0, 0544
Moment glowny I, [kgm?| 0, 1006
Moment dewiacyjny I, [kgm?| 2%
Moment dewiacyjny 1., [kgm?| 2%
Moment dewiacyjny I, [kgm?] 2%
Moment glowny I, [kgm?| 0,00367
Moment glowny 1, |kgm?| 0,07211
Moment glowny I, [kgm?| 0, 04267
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Parametr Odchylenie standardowe

Moment dewiacyjny I, [kgm?| 2%
Moment dewiacyjny I,., |kgm?| 2%
Moment dewiacyjny I, |kgm?] 2%

Korzystajac z nowych parametréw modelu ponownie przeprowadzano symulacje
lotu rakiety wykorzystujac metode RK4 z krokiem catkowania wynoszacym 0,001 sekundy.
Symulacje koniczono w momencie osiagniecia przez rakiete apogeum, gdyz jak zaznaczono
wczesdniej sterowanie miato mie¢ miejsce tylko w fazie opadania rakiety. Stan rakiety w apo-
geum (71y, Xg) byt zapisywany i wykorzystywany jako warunki poczatkowe dla symulacji w
czasie obliczen optymalizacyjnych. Oszczedzano w ten sposdb czas obliczen nie symulujac
niepotrzebnie pierwszej potowy lotu, ktéra i tak w kazdej iteracji nie podlegataby zadnym
zmianom. Majac warunki poczatkowe dla symulacji przystepowano do rozwigzania pro-
blemu optymalizacyjnego. Poczatkowe wartosci parametrow sterujacych u; miaty wartoscé
zerowy, czyli optymalizacja rozpoczynalta sie od lotu niesterowanego. Poczatkowa wartosc¢
czasu koncowego Ty ustawiano jako czas lotu dla trajektorii referencyjnej. Jak opisano
wczedniej, poniewaz czas koncowy symulacji nie byl wartoscia stata i rowniez podlegal
optymalizacji, nalezalo przeksztalci¢ procedure catkowania. Wprowadzono wiec bezwy-
miarowy czas symulacji 7 € (0;1) w miejsce czasu t € (Tp;Tf) co powodowalo zmiane w

rownaniu (6.9). Pochodna po czasie zastapiono pochodng po parametrze 7 uzyskujac:

dx

= Tt (rx(r), (7)) (6.10)

Ze wzgledu na to, ze granice catkowania byly ustalone, liczba iteracji catkowania w kazdej
iteracji optymalizacyjnej rowniez byta taka sama i miata wartos¢ 3000. Zaktadajac, ze
czas lotu opadajacego wynosit Srednio 25 sekund dawalo to krok czasowy w okolicach
0,008 sekundy. W kazdej iteracji wyznaczana byta warto$¢ funkcji kosztu, obliczany byt
jej gradient i wypracowywane byly wartos$ci parametréow sterujacych oraz czasu konicowego
do momentu osiggniecia zbieznosci w obliczeniach lub przekroczenia maksymalnej liczby
iteracji optymalizacyjnych. Funkcja kosztu przedstawiona w réwnaniu (6.2) sktada sie z

dwoch czesei: kosztu konicowego @ (x(7)) i kosztu ciagltego L (u,Ty) danych wzorami:

O (x(T7) = |XT — Xpal (6.11)
N=100
k=1

Oba czlony stoja ze soba niejako w sprzeczno$ci, gdyz minimalizacja odleglosci od celu
wymaga uzycia sterowania, a dazenie do minimalizacji energii moze powodowaé wiekszy
btad trafienia. Jedna z metod obejscia mozliwego problemu, ktéry moze z tego wynikaé

byla wspomniana wcze$niej normalizacja parametréow sterujacych przez podzielenie ich
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przez maksymalng warto$¢ ciggu silnika korekcyjnego. Mialo to spowodowac, ze obie czesci
funkcji kosztu bedg miaty podobny rzad wielkosci, wiec zadna z czesci nie bytaby bardziej
preferowana do minimalizacji. Kolejnym sposobem byto rozbicie optymalizacji na dwie

czesci. Utworzono w tym celu dwie funkcje kosztu dane wzorami:

m?h@hﬂ):|X%ﬂ—XW$ (6.13)
Ug,df

N=100
min Jo(ug, ) = | X7 — Xoa| + 17 Y uldt (6.14)
i Ty k=1

Pierwsza z nich zawiera tylko koszt koncowy, a druga jest analogiczna jak w réwnaniu
(6.2). Mialo to na celu w pierwszej czesci doprowadzi¢ do trafienia w cel z bardzo duza
doktadnoscia, a nastepnie w czesci drugiej, rozpoczynajac obliczenia od wartosci parame-
trow sterujacych i czasu konicowego bedacych wynikami z czedci pierwszej, doprowadzié¢
do zmniejszenia zuzycia energii jak najmniej oddalajac sie od ustalonego punktu tra-
fienia. Stosujac to podejécie obliczono pie¢ przypadkéw testowych w celu sprawdzenia
doktadnogci i poprawnog$ci obliczen, ktore przedstawiono w Tabelach 6.2-6.3. W kolejnych

kolumnach, dla obu czesci optymalizacji, znajduja sie:

e Numer przypadku N

Liczba iteracji Iter

Liczba wywotlan funkcji celu #F

Koncowa wartos¢ funkeji kosztu J (ug, Ty)

Koricowa norma gradientu funkeji celu |VJ|

Czas obliczen t[s]

Tabela 6.2: Wyniki optymalizacji bezposredniej dla funkcji kosztu J;

N Iter  #F  J(u,Ty) |VJ| t[s]
12 27  9.451e716  7.5e 0 32
14 27 7,319¢716 3 140 32
13 34 3,817e7 18 4,47¢710 40
11 19 1,288¢716 11,4819 23

5 11 24 5,863¢6 2.89¢% 928
Srednia 12,2 26,2 4,792¢7'6 2,82 31

= W N =

Pierwsza cze$é¢ optymalizacji konczyta sie §rednio po 12 iteracjach, wywotujac funk-
cje celu okolo 26 razy. Srednia warto$é kosztu na koniec obliczeri byta rzedu 10719, a jako

ze byta to odleglosé upadku od celu oznacza to bezposrednie trafienie. Norma gradientu
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rzedu 10~ oznacza, ze optymalizator znalazl minimum z dobra doktadnoscia. Sredni czas
obliczen pierwszej cze$ci wynidst 31 sekund. Zapisujac rezultaty w postaci parametrow

sterujacych i czasu koncowego rozpoczynano obliczenia cze$ci drugiej podsumowane w
Tabeli 6.3.

Tabela 6.3: Wyniki optymalizacji bezpoSredniej dla funkcji kosztu Jo

Iter  #F  J(u,Ty) |VJ| t[s]
300 6042 1,472¢% 2.62¢* 6615
300 5164  3,789¢ 2 1,64e® 5739
300 4348  1,735¢%  7,2le® 5090
300 7393  6,667e % 5,85 ° 8129
300 4859  4,86le”? 1,77e % 5329
Srednia 300 5561,2  3,7e 2 5,4e73 6180, 4

CUR W N2

Aby uniknaé¢ bardzo dtugich czaséw obliczen nalozono na optymalizator maksy-
malng dopuszczalng liczbe iteracji wynoszaca 300. W drugiej czesci optymalizacji zaden
przypadek nie spetnil kryteriéw zbieznosci oprogramowania IPOPT stad wszystkie skon-
czyly sie z powodu osiagniecia limitu iteracji. Przyczyna tego jest norma gradientu wy-

noszaca Srednio He 3

co oznacza, ze optymalizator nie znalazl sie wystarczajaco blisko
minimum. Analizujac jednak przebieg iteracji zauwazono, ze w kazdym przypadku przez
czes$¢ koncowych iteracji, od okoto 200 do 300, nie uzyskiwano juz zmian w wartosci funkcji
kosztu, ktora $rednio wynosita 3e72, mimo bardzo malej diugoséci kroku obliczeniowego.
Powodowalo to bardzo duza ilos¢ wywotan funkeji kosztu, ponad 5500, oraz do$¢ dtugi
czas obliczeni siegajacy ponad 1,5 godziny. Niemniej jednak uzyskany wynik uwaza si¢ za
satysfakcjonujacy. Ze wzgledu na to, ze obie czesci optymalizacyjne traktuje sie jako jeden
przypadek symulacyjny wyznaczono srednie wartosci parametréow koncowych optymaliza-

cji, ktore przedstawiono w Tabeli 6.4.

Tabela 6.4: Sumaryczne wyniki optymalizacji bezposredniej J; + J,

Iter #F  J(u,Ty) |VJ|  t[min]
312,2 5587,4  3,7e¢? 5,4¢73  103,5

Wyniki optymalizacji bezposredniej dla przypadkow 1 oraz 3 przedstawiono na

wykresach na Rysunku 6.6.
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(a) Porownanie trajektorii N = 1 (b) Przebieg parametrow sterujacych N = 1

(c) Poréwnanie trajektorii N = 3 (d) Przebieg parametrow sterujacych N = 3

Rysunek 6.6: Wyniki optymalizacji bezposredniej dla przypadkéw 1 oraz 3

Po lewej stronie widoczne sa trajektorie lotu rakiety oznaczone niebieska linia dla
trajektorii referencyjnej oraz linig czerwona dla trajektorii optymalnej. Zielony punkt
oznaczal cel trafienia. Trajektoria optymalna ma gltadki przebieg, nie ma widocznych
oscylacji, ktére moglyby $wiadczyé¢ o nieefektywnym uzyciu sterowania. Po prawej stro-
nie widoczne sa przebiegi czasowe parametrow sterujacych: poziomego (niebieska linia)
oraz pionowego (czerwona linia). Parametry te zostaly przemnozone przez maksymalna
wartos¢ ciggu pojedynczego silnika korekcyjnego. Widoczne sa charakterystyczne schodki
wynikajace z kawatkami statej dyskretyzacji. Najwickszy wydatek energii wystepuje za-
raz po apogeum i stopniowo zmniejsza sie wraz ze zblizaniem sie rakiety do celu. Znajac
liczbe wykorzystanych silnikéw

impuls catkowity pojedynczego silnika korekeyjnego I, ,
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korekcyjnych N, mozna wyliczy¢ z rOwnania:

FTS k
1

Csk

Ny = / e (8)] + g () dt (6.15)

Zarowno wydatek energii jak i dokladnosé¢ trafienia sg warto$ciami satysfakcjonujgcymi.

6.3.2 Metoda posrednia

W metodzie posredniej schemat obliczen wygladal analogicznie jak pokazano na
Rysunku 6.5 oraz wyjasniono w poprzednim rozdziale. Jedyna réznica bylo uzycie gra-
dientu funkcji celu wyprowadzonego korzystajac z teorii sterowania optymalnego. Po-
nownie optymalizacje rozbito na dwie czesci zgodnie z rownaniami (6.13), (6.14). W tej
metodzie natomiast problem optymalizacyjny rozpatruje sie jako zagadnienie nieliniowe

z wiezami dynamicznymi w postaci:

min J(u(t),Ty) = ®(x(T}))+ L (u(t),T))

u(t),Ty

x = f£(tx(t),ult)),x(0) = xo (6.16)

Przy wyprowadzaniu réwnan stanowigcych warunki optymalnosci przedstawionego za-
gadnienia korzystano z metodologii przedstawionej w [153, 154]|. W pierwszej kolejnosci
dla réwnania dynamicznego opisujacego wiezy zastosowano zamiane granic catkowania
otrzymujac rownanie (6.10) zapisane w postaci:

dx 5

7 = I (1, x(7), u(7)) = £ (7, x(7), u(r), T}) (6.17)

-

W dalszej kolejnosci rownanie to zdyskretyzowano korzystajac z metody catkowania RK4.

Metoda ta jest opisana zestawem roéwnan:

k1 = dT'f(Tk,Xk,uk,Tf)

. 1 1
kg = dT-f(Tk+§dT,Xk+§k1,uk,Tf)

. 1 1
ky; = dT-f(Tk+§d7,xk+§k2aukan)
k, = dT-f(Tk—l-dT,Xk"‘k?nukan)
1

Xpr1 = Xpt g (k1 + 2ko + 2k + ky) (6.18)

gdzie subskrypt k oznacza wartos¢ w danym kroku czasowym. Zestaw rownan (6.18)

mozna zapisa¢ w skrocie jako:

A~

Xk+1 = F(Xk,uk,Tf> (619)
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pomijajac zaleznos¢ od 7, gdyz funkcja prawych stron w opadajacej fazie ruchu rakiety
nie zalezy jawnie od czasu. Rownanie (6.16) mozna teraz zapisa¢ w dyskretnej postaci
jako:

min J(u,Ty) = ®(x(N))+ L (u,Ty)

u,Ty

x(k+1) = F(x(k),u(k),Ty),x(0) = xo (6.20)

gdzie N jest ostatnim punktem czasu. Dla podanej funkcji kosztu z wiezami wprowadzié¢

nalezy Lagrangian dany zaleznoscia:

L(x,u, T A) =P (x(N))+ L (u,Ty) + A(0) (x(0) — x0) +

=z

o [A(k +1) (x(k +1) — F (x(k), u(k), Tf))} (6.21)

>
I

gdzie A jest wektorem zmiennych sprzezonych, £k = 0 : N kolejnymi krokami czasowymi
catkowania. Warunki optymalnosci pierwszego rzedu mowia, ze gradient Lagrangianu po-
winien wynosi¢ zero. W pierwszej kolejnosci liczac pochodne po wektorze stanu otrzymu-

jemy roéwnania:

oL (x,u, Ty, A) _ 0P (x(N))"
0 R S A ™y (623

opisujace warunek koricowy dla zmiennej sprzezonej oraz warunki jej propagacji wstecznej.

Pochodne po zmiennych sprzezonych daja warunki:

Ma(f&;f’{’f) =0 & x(k+1) = F (x(k),u(k), Ty) (6.24)
oL (x,u, Ty, A) -
o 0 e X0 =x (6.25)

ktore opisuja propagacje w czasie wektora stanu z zadanym warunkiem poczatkowym.
Kolejnym krokiem byto wyznaczenie wartosci gradientow po wektorze sterowan i czasie

koncowym, ktore dane sa zaleznosciami:

oL (X, u, Tf, )\) B 0L (11, Tf)
Ju Ju ou(k)

0L (x,u, Ty, N)  OL(u,Ty) = OF (x(k),u(k), Ty)
o7, = 0T, A(k+1) (6.27)
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Z rownan (6.26) oraz (6.27) mozna otrzymaé gradient funkcji celu (6.16). W tym celu
nalezy wzia¢ pod uwage dyskretyzacje w czasie parametréw sterowania. W powyzszych

wyprowadzeniach funkcja F (x(k), u(k), Ty) zalezata w danej chwili czasu k tylko od dwoch

parametrow sterujacych u(k) = [uv uH}T. Przedzial catkowania k = 0 : N podzielony
zostal réwniez zgodnie z dyskretyzacja sterowania na przedziat ¢ = 0 : M — 1, gdzie M
jest liczbag parametrow sterujacych, w tym przypadku M = 50. Kazda para parametrow
sterujacych u; dziatata na funkcje stanu rakiety przez P = N/M krokéw czasowych k.

Gradient funkcji celu po parametrach sterujacych mozna wtedy wyrazi¢ zalezno$cia:

P(i+1) . | T
%fﬂ - k; <2Tfui(k,)d7_ OF (X(Sl);‘(légwf) A(kﬂ)) (6.29)

Gradient funkcji celu po czasie koncowym wyraza zaleznosc¢:

a‘]al;,fo ; <u i <X(ka>’T‘;(k)’Tf> Ak + 1)) (6.29)

Laczac wyznaczone wartosci w jeden wektor otrzymano:

T
_ | o0J(uTy aJ(u,Ty aJ(u,Ty aJ(u,Ty
VJ_[ (wry) - outy) - §u50> (an w (6.30)

gdzie % — [aj(g:va) 8J8(:’Tf)}T. Zdefiniowany w ten spos6b gradient funkcji celu
przekazywany byt do V(i)dpowiedlﬁiej metody oprogramowania IPOPT. Wszystkie jako-
biany funkcji F obliczane byly metoda automatycznego rézniczkowania z wykorzysta-
niem ADOL-C. Gradient kosztu koncowego ze wzgledu na prosta zalezno$é matematyczna
mozna zapisaé w postaci analitycznej. Jest to wektor 12-elementowy, ktorego sktadowe

zwigzane z polozeniem maja postac:

0P (xXVZI(N))
Ox(N)

=2 (XA (N) - x ) (6.31)
Pozostate sktadowe wektora koncowego zmiennych sprzezonych wynosza zero. Przy me-
todzie posredniej rowniez obliczenia rozbito na dwie czes¢ w taki sam sposob jak przy
metodzie bezposredniej, nieuwzgledniajagc w czesci pierwszej czltonow funkcji celu i jej
gradientu odpowiadajacych za koszt ciagly L. Ponownie obliczono pie¢ przypadkéw te-
stowych z identycznymi jak przy metodzie bezposredniej warunkami poczatkowymi, ich

wyniki przedstawiono w Tabelach 6.5-6.6.
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Tabela 6.5: Wyniki optymalizacji posredniej dla funkcji kosztu J;

N Iter  #F  J(u,Ty) VJ| t[s]
1 12 27  7,582e716  8,04e? 8,1
2 15 28  3,505e"'7 8,620 8.7
3 13 34 3,909 5097 90
4 11 19  2,515¢7 % 2,21e™® 5,4
5 11 24 3,690e7'6 1,207 7,4
Srednia 12,4 26,4 7,362¢7' 2 56e7% 7,72

W poréwnaniu do metody bezposredniej srednia liczba iteracji wynoszaca 12, $red-
nia liczba wywolan funkeji kosztu rowna 26, takze wartosci koricowe funkeji kosztu i modut
jej gradientu majace rzad wielkosci odpowiednio 107! oraz 10~° sa niemal identyczne.
Natomiast Sredni czas obliczen pierwszej czeSci optymalizacji wynoszacy 7,7 sekundy jest
cztery razy nizszy. Wynika to zapewne z faktu, ze przy liczeniu jakobianéw z uzyciem au-
tomatycznego rozniczkowania dla metody posredniej jest tacznie 124241 = 15 zmiennych
niezaleznych (zmienne stanu, dwa sterowania i czas koncowy), a dla metody posredniej
dla gradientu jest ich 101. Oprogramowania ADOL-C jest do$¢ kosztowne obliczeniowo
im wiecej zmiennych niezaleznych musi przechowywaé¢ w pamieci. Zaleta metody posred-
niej jest wiec takze to, ze dyskretyzacja sterowania mogloby by¢ duzo gestsza, wynoszaca
1000 czy 10000 zmiennych, bez znacznego wptywu na szybkos¢ obliczen, gdzie przy meto-
dzie bezposredniej wplyw ten bylby znaczacy. Zapisujac rezultaty w postaci parametrow
sterujacych i czasu koncowego przechodzono do czesci drugiej optymalizacji. Wyniki pod-

sumowane s3 w Tabeli 6.3.

Tabela 6.6: Wyniki optymalizacji posredniej dla funkcji kosztu Js

N Iter  #F  J(w,Ty) |VJ]  t[s]
177 3251 1,472e72  5,99¢~° 860
267 4146 3,789 2 3,20e 1035
300 4660 1,753¢72  6,42¢72 1084
300 8371 6,667e"2 1,66e~® 2093
) 300 4971 4,861e”2  4,91e73 1171
Srednia 268,8 5079,8 3,7le ? 1,38¢72 1248,6

=W N =

Ponownie limit iteracji ustawiono na 300, natomiast dla metody posredniej czes¢
przypadkéw znalazta rozwigzanie wezesniej. Warto$é koncowa funkceji kosztu oraz norma
jej gradientu ponownie przyjmuja taki sam rzad wielkosci jak dla metody bezposredniej.
Liczba wywotlan funkeji kosztu jest nieznacznie mniejsza wynoszac okoto 5000, natomiast
ponownie uzyskano okoto szesciokrotny zysk jesli chodzi o czas obliczenn wynoszacy $rednio
20 minut. Traktujac ponownie obie czesci optymalizacyjne jako jeden przypadek symula-
cyjny wyznaczono $rednie wartosci parametrow koncowych optymalizacji, ktore przedsta-

wiono w Tabeli 6.4.

89



Tabela 6.7: Sumaryczne wyniki optymalizacji posredniej J; + Jo

Iter #F  J(u,Ty) |VJ|  t[min]
281,2 5106,2 3,7le”? 1,38¢72 20,9

Wyniki optymalizacji posredniej dla przypadkow 1 oraz 3 przedstawiono na wykre-

sach na Rysunku 6.7.

(a) Poréownanie trajektorii N = 1 (b) Przebieg parametrow sterujacych N = 1

(c) Poréwnanie trajektorii N = 3 (d) Przebieg parametrow sterujacych N = 3

Rysunek 6.7: Wyniki optymalizacji posredniej dla przypadkoéw 1 oraz 3

Wyniki te sa niemal identyczne jak dla przypadku uzycia metody bezposrednie;j.
Przebieg parametrow sterujacych oraz liczba uzytych silnikow korekcyjnych jest taka
sama, podobnie odlegtos¢ od celu dla przypadku 1. Dla przypadku 3 odlegltos¢ ta jest
rzad wielkosci wieksza, natomiast przy tak dokladnych trafieniach taka réznica nie ma

znaczenia.
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Analizujac wyniki wyraznie widaé, ze pod wzgledem doktadnosci obliczeri obie me-
tody sa rownie dobre, natomiast metoda posrednia jest wyraznie szybsza. Z tego wzgledu

do dalszych obliczen wykorzystywana byta tylko metoda posrednia.
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7 Dyskretyzacja

Rezultatem obliczen optymalizacyjnych byly przebiegi czasowe dwodch parametrow
sterujacych, reprezentujace niezbedny ciag w dwoch prostopadtych ptaszczyznach rakiety,
umozliwiajace trafienie w cel z duza doktadnoscig. Kolejnym krokiem byta transforma-
cja uzyskanego sygnatu sterujacego ciagltego na dyskretne impulsy wynikajace z dziata-
nia silnikow korekcyjnych. W pierwszej kolejnosci dokonano transformacji parametrow
sterujacych z ukladu kartezjaniskiego na biegunowy. Stosujac réwnania (7.1) oraz (7.2)

otrzymano modul generowanego ciggu oraz kierunek jego dziatania.

lu| = FTsk\/u%[—i—u%/ (7.1)
¢u = atan2 (uy,um) (7.2)

Wrynik transformacji uktadu pokazano na Rysunku 7.1.

(a) Uklad kartezjanski (b) Uklad biegunowy

Rysunek 7.1: Transformacja parametrow sterujacych z uktadu kartezjanskiego (a) do
biegunowego (b)

Nastepnie wymagane byto, aby zamieni¢ wartosci modutu i kierunku dziatania

wypadkowej sity ciggu na czasy i kierunki odpalenia kolejnych silnikéw korekcyjnych.

7.1 Wyznaczenie czasu odpalenia

Aby wyznaczy¢ czasy odpalenia kolejnych silnikow korekcyjnych wykorzystano zna-
jomo$¢ impulsu catkowitego pojedynczego silnika korekcyjnego I, ,. Majac przebieg ciagu

w czasie, impuls catkowity mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

tf
I = / uldt (7.3)
to
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gdzie o i 15 oznaczaja czas poczatkowy i konicowy calkowania. Przedzial catkowania po-
dzielono na N podprzedzialow (to;t1), (t1;t2), ..., (tn_1;ts), gdzie N jest liczbg silnikow
korekcyjnych, w taki sposob, ze wartos¢ impulsu catkowitego wyznaczona w kazdym z nich
odpowiada wartosci impulsu catkowitego pojedynczego silnika korekcyjnego I,

. zgodnie

t1 to ty
Icsk:/ ]u|dt:/ |u\czt=---:/ luldt (7.4)
to t1 tN-1

W ten sposéb w kazdym z tych przedzialow znajduje sie taka sama ilo$¢ energii odpo-

Z:

wiadajaca energii zgromadzonej w pojedynczym silniku korekcyjnym. Przyjeto, ze czas
odpalenia kazdego silnika korekcyjnego znajduje sie w punkcie przedziatu, w ktérym osia-
gane jest 50% energii. Wyznaczy¢ go mozna dzielac moment impulsu catkowitego przez

wartos$¢ tego impulsu zgodnie z rownaniem:

J’:i+1 t|u|dt 1 tit1
boky = = / tlu|dt (7.5)
-I:t;Jrl |U’dt ]Csk t;

Wynik procedury wyznaczania czasu odpalenn kolejnych silnikow korekcyjnych pokazano

pogladowo na Rysunku 7.2.

Rysunek 7.2: Wykres przedstawiajacy wyznaczanie czaséw odpalen kolejnych silnikow
korekcyjnych

Na wykresie z Rysunku 7.2 linia niebieska zaznaczono warto$¢ modutu ciagu w cza-
sie, linia czerwona przerywana oddziela przedzialy, w ktorych znajduje sie taka sama ilog¢
energii rowna impulsowi catkowitemu pojedynczego silnika korekcyjnego, a czarne punkty

oznaczaja wyznaczone z rownania (7.5) czasy odpalen kolejnych silnikow korekcyjnych.
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7.2 Wyznaczenie kierunku odpalenia

Wyznaczenie kierunkéw odpalent silnikow korekcyjnych odbywalo sie w podobny
sposob. Przebieg czasowy wartosci kata ¢, rowniez podzielono na takie same przedzialy
(to;t1), (t1;t2) ..., (tnv—1;tf). W tym przypadku zdecydowano, ze kierunek, w ktérym po-
winien zadziatac silnik réwny bedzie Sredniej wartosci kata ¢, w kazdym z podprzedzialow

zgodnie z rownaniem:
1 tit1
Dsk; = Oy dt (7.6)
Livi — 1 Jy,

Wrynik tej operacji przedstawiono pogladowo na Rysunku 7.3.

Rysunek 7.3: Wykres przedstawiajacy wyznaczanie kierunkéw odpalen kolejnych
silnikow korekcyjnych

Na wykresie z Rysunku 7.3 linig niebieska zaznaczono warto$¢ kierunku dziatania
ciggu w czasie, linia czerwona przerywana oddziela przedzialy, w ktorych znajduje sie
taka sama ilo$¢ energii réwna impulsowi catkowitemu pojedynczego silnika korekcyjnego,
a czarne punkty oznaczaja wyznaczone z rownania (7.6) kierunki, w ktorych powinny

zosta¢ odpalone kolejne silniki korekcyjne.

7.3 Algorytm sterowania silnikami

Majac dane czasy i kierunki odpalen silnikéw korekcyjnych opracowano prosty al-
gorytm sterujacy, ktory pozwoli na sprawdzenie jak zmienita sie doktadno$¢ trafienia w
cel po zastosowaniu algorytmu dyskretyzacji. W tym momencie zalozono, ze silniki korek-

cyjne zostang odpalone zawsze w zadanym czasie i kierunku, nie uwzgledniano niepewnosci
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wynikajacych z dziatania sptonek silnikéw, czy danych nawigacyjnych dostarczanych do
algorytmu sterujacego. Czas odpalenia silnika korekcyjnego brano jako moment, w ktérym
znajduje sie 50% energii w danym przedziale catkowania. Na etapie wezytywania danych
dla algorytmu sterujacego do czaséw odpalenia dodawana byta korekta, w taki sposob aby
punkt, w ktorym znajduje sie 50% energii silnika korekcyjnego pokrywal sie z wyznaczo-

nym wcezesniej czasem. Korekta czasu odpalenia 74 wyznaczana byla z rownania:

Yoo t| B |dt
Top = —fotf |, (7.7)
fO sk FTsk dt

gdzie t;, jest czasem palenia silnika korekcyjnego. Widoczne jest to na Rysunku 7.4.

Niebieska krzywa zaznaczono przebieg ciagu silnika korekcyjnego, a czerwona linia prze-
rywana dzieli wykres w taki sposob, ze po obu jej stronach znajduje sie 50% energii
silnika.

60C

50C

40C

T[N]

30C
20C

10C

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
t[s]

Rysunek 7.4: Korekta czasu odpalenia silnika korekcyjnego

Czas odpalenia silnika korekcyjnego korygowany byt zgodnie z réwnaniem:

ts/ci = tski — Tsk (78)

W trakcie trwania symulacji algorytm sprawdzal czy minal czas odpalenia danego silnika
korekcyjnego:
t>=ty, (7.9)

a nastepnie dodawana byta korekta kierunku dziatania silnika. Niezbedne bylo aby éred-

nia sita generowana przez silnik korekcyjny miata kierunek zgodny z wyliczonym katem
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®sk;- Do tego kata dodawana wiec byla poprawka zwigzana z lokalng predkoscia katowa
przechylania P:
Psk; = Psk; — Pk (7.10)

Procedure wyznaczenia czasu i kierunku odpalenia silnika w symulacji przedstawia Algo-

rytm 7.1.

Algorytm 7.1 Dyskretny algorytm sterowania

1: for all Liczba silnikow korekcyjnych ¢ do
2 if t >=t, then

3 if Silnik 7 nie byt jeszcze odpalony then

4: Zaznacz silnik ¢ jako odpalony

ot Gsk; = Psi; — P,

6 Zapisz orientacje rakiety w momencie odpalenia silnika @y,
7 Zapisz czas odpalenia silnika 4,4,

8

end if
9: end if
10: end for

Wewnatrz symulacji fizyczny model silnika korekcyjnego uwzgledniany byt z godnie

z Algorytmem 7.2.

Algorytm 7.2 Fizyczny model silnika korekcyjnego

1: for all Liczba silnikow korekcyjnych ¢ do

2:  if Silnik 7 zostatl odpalony then

3 Wyznacz czas palenia t, =t — a4,

4 Znajdz ciag silnika korzystajac z interpolacji liniowej 7" = f(¢,)
5: Wyznacz sktadowe ciagu wzdtuz osi yyg — Fy i 2np — Fv

6: Fyg =T cos ((bskz - <¢start¢ - (b))

& Fy =T -sin (¢5k1 - (¢starti - (b))

8 end if

9: end for

Przeprowadzono 10 symulacji testowych w celu sprawdzenia jak zmienit sie punkt
upadku rakiety po transformacji optymalnego sygnatu sterujacego z ciagltego na dyskretny.
Wryniki pokazujace btad trafienia dla kazdego przypadku, uzywajac sterowania cigglego i
dyskretnego przedstawia Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Wyniki dziatania algorytmu dyskretyzacji

Przypadek Blad ciagly [m| Blad dyskretny [m]

1 4,72e70 13,9
2 7,42¢7° 6,59
3 1,38¢4 5,43
4 1,044 9,08
5 8,65¢~5 7,83
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Przypadek Blad ciagly [m| Btad dyskretny |m]

6 9,75e° 3,31

7 3,40e° 7,23

8 9,09e° 4,18

9 2,61le? 2,00

10 9,21le? 9,30

Srednia 7,91e7° 6,88
(a) Trajektorie dla przypadku 1 (b) Blad trajektorii dla przypadku 1
(c) Trajektorie dla przypadku 3 (d) Biad trajektorii dla przypadku 3

Rysunek 7.5: Trajektorie referencyjna, optymalna i dyskretna oraz bltad wynikajacy z
dyskretyzacji

Po procedurze dyskretyzacji btad trafienia znaczaco wzrost, natomiast w wiekszosci
przypadkoéw testowych znajduje sie ponizej wartosci 10 metréow, co jest wynikiem bardzo
dobrym. Dodatkowo na Rysunku 7.5 pokazano, dla przypadkéw 1 i 3, poréwnanie tra-

jektorii wynikajacej z optymalizacji i tej przy dzialaniu dyskretnego sterowania, a takze
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jak zmienial si¢ btad miedzy nimi w czasie. Na wykresach z lewej strony kolorem niebie-
skim oznaczono trajektorie referencyjng, kolorem czerwonym trajektorie bedacg wynikiem
dziatania sterowania ciaglego, a kolorem czarnym te wynikajaca z dziatania sterowania
dyskretnego. Zielony punkt oznaczal cel. Na wykresach po prawej stronie widoczny jest
btad pomiedzy trajektoriami czerwona i czarng dla kazdej wspotrzednej z osobna. Mozna
zauwazy¢, ze blad ten przez okoto polowe okresu sterowania jest bardzo maly, a narasta
w dalszej fazie lotu. Mozna to skorelowac z wykresami z Rysunku 7.6 gdzie przedstawiono
cigg generowany przez odpalenia kolejnych silnikow korekcyjnych dla przypadkow 1 oraz
3.

Number of motors used = 30 Number of motors used = 33
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= -600 =
5] -400
£ -400 %
Z £,
= -200 g -200
& L=}
30 B
5 w0 2 200
= 400 =
z o0 2. 400
& e
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& 600

-500 50
-500
0 4Q 50
30 0 40
500 500 30
20 Ll 20 t]
Fr, [N] (horizontal component) Fr, [N] (horizontal component)
(a) Przypadek 1 (b) Przypadek 3

Rysunek 7.6: Sita generowana przez dyskretny uklad sterowania w czasie lotu

Jak wynikato z Rysunkéw 6.7 oraz 7.1 wiekszo$¢ energii zuzywana jest w poczat-
kowej fazie sterowania. Widoczne na Rysunku 7.6 petle zakreslane przez ciag generowany
przez silniczki sg gestsze na poczatku okresu sterowania, a odstepy miedzy nimi wzra-
staja w miare lotu. Ze wzgledu na dosy¢ duzy ciag pojedynczego silniczka, ciezko jest
dobrze odwzorowaé maly niezbedny wydatek energii pod koniec trajektorii z wykorzysta-
niem opracowanej metody konwersji. Ze wzgledu na bardzo dynamiczny charakter ruchu
rakiety, zarowno wyboér czasu jak i kierunku odpalenia wprowadzaja pewien blad po-
wodujacy, ze konwersja sterowania z ciaglego na dyskretne nie jest idealna. W kazdym
z przedzialow odpowiadajacych jednemu silniczkowi jeden duzy impuls ciggu w danym
kierunku zadziala troche inaczej niz mniejsza warto$é¢ roztozona na wiecej kierunkow.

Niemniej jednak uzyskana doktadno$é¢ trafienia jest bardzo dobra.

7.4 Optymalizacja wynikéw dyskretyzacji

Wynikiem optymalizacji poza cigglym sygnalem sterujacym byla tez niezbedna

liczba silnikéw korekcyjnych. Wykorzystujac ten fakt, aby poprawié jeszcze bardziej do-
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ktadnosé¢ trafienia po dyskretyzacji zdecydowano sie na przeprowadzenie kolejnej opty-
malizacji, w ktorej jako zmienne optymalizacyjne wybrano wyznaczone wcze$niej czasy i
kierunki odpalen silnikow korekcyjnych. Poniewaz ilo$¢ energii, wiec liczba silnikow, jest

ustalona, jako funkcje kosztu wybrano tylko btad trafienia zgodnie z réwnaniem:

2

min Jg(tsr, @yp,) = [ X5 Pk — X (7.11)

tok, Dok
gdzie ty jest wektorem czasow odpalen, ¢, wektorem kierunkow odpalen, a Xbsk:®s
zaleznym od nich punktem trafienia. Gradient funkcji celu ponownie wyznaczano z uzy-
ciem automatycznego rézniczkowania. Maksymalng liczbe iteracji ustalono na 10, gdyz
celem byta tylko poprawa celnosci, a same obliczenia ze wzgledu na duzg mozliwg ilos¢
zmiennych mogltyby trwa¢ dosy¢ dtugo. Przeprowadzono obliczenia dla tych samych 10
przypadkow co przy testowaniu procedury dyskretyzacji, a wyniki w postaci poréwnania

btedéw trafienia przedstawia Tabela 7.2.
Tabela 7.2: Wynikowe bledy trafienia po optymalizacji wynikow dyskretyzacji

Przypadek Blad trafienia przed optymalizacja [m| Btlad trafienia po optymalizacji|m|

1 13,9 11,3
2 6,59 6,59
3 5,43 5,27
4 9,08 9,08
5 7,83 7,59
6 3,31 2, 80
7 7,23 6,29
8 4,18 3,92
9 2,00 1,89
10 9,30 9,29
Srednia 6, 88 6,40

Sredni blad trafienia zmalal o okoto 0.5 metra. Widoczne jest takze, ze dla czesci
przypadkéw optymalizator nie znalazt lepszego rozwiazania. Tak niewielkie r6znice po-
twierdzaja, ze mimo pewnych niedoskonatosci procedury dyskretyzacji, uzyskane za jej

pomocy czasy i kierunki odpalen silnikow korekcyjnych sg doktadne.
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8 Algorytm sterowania

Do tej pory sterowanie odbywalo sie w petli otwartej. Wyznaczane byly czasy
i kierunki odpalen silnikéw, ktore spetniag warunek optymalizacji, majac do dyspozycji
pelng informacje o modelu rakiety oraz warunkach $rodowiska. W rzeczywistosci taka
sytuacja jest malto prawdopodobna, z tego wzgledu nalezalo opracowa¢ metode zamknie-
cia petli sprzezenia zwrotnego w czasie lotu, aby uwzgledni¢ niepewnosci wynikajace z
rzeczywistosci. Zdecydowano sie to zrobi¢ opracowujac algorytm bazujacy na bazie da-
nych rozwiazan uzyskanych w procesie optymalizacji. Rakieta dysponujac taka baza oraz
informacjami o swoim stanie z czujnikow poktadowych i algorytméw nawigacyjnych, wy-
biera¢ bedzie to rozwiazanie, ktére aktualnie wyda sie najlepsze. Dzigki temu podejsciu
powinno sie otrzymac zaro6wno korzysci wynikajace z nieliniowej optymalizacji, ktéra daje
doktadne rozwigzania, ale kosztem duzego czasu obliczen oraz dziatania w petli otwartej,
z korzysciami sterowania w petli zamknietej, ktore bierze pod uwage aktualnie panujace

warunki lotu.

8.1 Generacja bazy danych

Procedura generacji bazy danych sprowadzala sie do przeprowadzenia szeregu sy-
mulacji optymalizacyjnych. Proces ten przedstawiono schematycznie na Rysunku 8.1.
Kazda z symulacji wygladala w nastepujacy sposob. Najpierw ustawiano wyrzutnie na
odpowiednie katy strzalu azymutu i elewacji, a nastepnie generowana byla trajektoria
referencyjna, ktorej ostatni punkt stanowit wspotrzedne celu. Nastepnie zaburzano para-
metry modelu zgodnie z Tabelg 6.1, puszczano symulacje do momentu osiggniecia przez
rakiete apogeum, jednocze$nie zapisujac cala trajektorie wznoszaca do pliku tekstowego.
Trajektoria ta wchodzita pozniej w sktad trajektorii referencyjnych w bazie danych. Stan
rakiety w apogeum wykorzystywany byl nastepnie jako punkt poczatkowy dla optymali-
zacji. WartoSci parametrow sterujacych rakiety wyznaczane byly nastepnie korzystajac z
metody optymalizacji posredniej. Jej wyniki zamieniane byty na czasy i kierunki odpalen
silnikow korekcyjnych korzystajac z procedury dyskretyzacji, a nastepnie byly dodatkowo
optymalizowane. Na koniec, wynik w postaci ilo§ci niezbednych silnikow, a takze sekwen-
cji czasOw i kierunkow odpalen rowniez zapisywany byt do pliku tekstowego oraz wigzany
byl z wcze$niej zapisang trajektorig wznoszaca. W ten sposob przeprowadzono obliczenia
dla 944 przypadkéw. Rysunek 8.2 przedstawia trajektorie lotu rakiet pod wplywem dzia-
tania dyskretnego uktadu sterowania bedacego wynikiem catej procedury optymalizacji
i dyskretyzacji. Zaczynaja sie¢ one w momencie apogeum i wszystkie zbiegaja sie mniej

wiecej w jednym punkcie bedacym celem trafienia.

100



Rysunek 8.1: Procedura generacji bazy danych

Rysunek 8.2: Trajektorie lotu uzyskane pod wpltywem dziatania dyskretnego uktadu
sterowania
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Rysunek 8.3 przedstawia rozrzut charakteryzowany parametrem CEP (kolorowe
okregi), w postaci naniesionych na plaszczyzne ostatnich punktow trajektorii zaznaczo-
nych niebieskimi markerami. Warto$¢ CEP5y wyniosta niecate 6 metrow, CEPgs niecate 12
metrow, a CEPgg okoto 45 metréow. Sa to wartosci bardzo dobre biorac pod uwage impul-
sowy charakter sterowania rakieta. Cel trafienia oznaczony czerwonym rombem znajduje
siec wewnatrz najmniejszego okregu co oznacza duza precyzje trafien, a male wartosci

parametrow CEP oznaczaja takze duza doktadnosé algorytmu.
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Rysunek 8.3: Rozrzut punktow trafienia trajektorii z bazy danych

Rysunek 8.4 przedstawia statystyczne dane dotyczace btedu trafienia dla wszyst-
kich trajektorii. Srednia wartoé¢ bledu wyniosta okoto 8,5 metra, a mediana nieco ponad
6 metrow. Pilerwszy (Q oraz trzeci Q3 kwartyl oznaczajace odpowiednio 25% oraz 75%
danych wynosza )1 = 3,73 metra oraz Q3 = 9,58 metra. Dolna L oraz gérna U granica

danych zostaly wyznaczone z réwnan:

L = Q1—-1,5(Q3— Q1) (8.1)
U = Q3+1,5(Q; — Q1) (8.2)

i wynosza odpowiednio L = 1,0 metr oraz U = 18,35 metra. Pozostate wartosci trakto-
wano jako odstajace. Dodatkowo minimalny btad trafienia wyniost ponizej 1 centymetra,

a maksymalny ponad 80 metrow.

102



Rysunek 8.4: Blad trafienia trajektorii z bazy danych

Podobna analize statystyczna przeprowadzono dla ilosci wykorzystanych silnikow
korekcyjnych i przedstawiono ja na Rysunku 8.5. Srednia wartosé¢ uzytych silnikoéw korek-
cyjnych wyniosta 34, a mediana 30. Pierwszy ()1 oraz trzeci Q3 kwartyl wynosza ()1 = 18
oraz ()3 = 46. Dolna oraz gérna granica wynosza odpowiednio L = 1 oraz U = 88. Po-
zostale wartosci rowniez traktowano jako odstajace. Dodatkowo minimalna ilog¢ uzytych

silnikow wyniosta 1, a maksymalna 125.

Rysunek 8.5: Liczba uzytych silnikow korekeyjnych dla trajektorii z bazy danych

Opracowana w ten sposob baza danych wykorzystywana byta w docelowym algo-

rytmie sterowania.
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8.2 Opracowanie algorytmu

W sklad bazy danych wchodzit zapis trajektorii wznoszacej oraz ilo$¢, czasy i kie-
runki odpalen silnikéw korekcyjnych. Przed startem rakiety do pamieci algorytmu steruja-
cego wezytywane byty te dane dla kazdego z obliczonych przypadkéw symulacyjnych. Aby
ograniczy¢ troche wykorzystanie pamieci punkty z trajektorii wznoszacych wezytywane
byly z mniejszg czestotliwosci niz byly zapisywane. Ustalono, ze pojedyncza trajektoria

sktada¢ sie moze z 3000 punktow. Sam algorytm sterujacy sktadal sie z czterech czesci:
e Zapisanie w pamieci przebiegu trajektorii wznoszacej
e Wyznaczenie odpowiedniej trajektorii referencyjnej z bazy danych
e Sterowanie w petli otwartej zgodnie z rozwiazaniem z bazy danych

e Korekta lotu w ostatniej fazie z wykorzystaniem algorytmu nawigacji proporcjonal-

nej

Lot wznoszacy trwat srednio nieco ponad 21 sekund. W czasie jego trwania, po koricu
pracy silnika gtoéwnego i ustabilizowaniu sie trajektorii, od 3 sekundy lotu do 18 sekundy
zapisywano do pamieci przebieg trajektorii rakiety z czestotliwoscia 10 Hz, zgodnie z

Algorytmem 8.1.

Algorytm 8.1 Zapis trajektorii wznoszacej do pamieci
1: if t > 3.0 and ¢ < 18.0 then

2. if Czas ostatniego zapisu > 0.1 sekundy (czestotliwos¢ 10Hz) then
3 tnem (1) =1

4 KXmem (1) = X

5: Yiem(1) =Y

6: Zmem(1) = Z

7 gt

8 end if

9: end if

Nastepnie po 18 sekundzie lotu wyznaczana byta trajektoria referencyjna z bazy
danych, ktora byta najbardziej zblizona, w sensie srednio-kwadratowym, do tej zapisanej

w pamieci, zgodnie z Algorytmem 8.2.
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Algorytm 8.2 Wybor najlepiej pasujacej trajektorii referencyjnej
1: if ¢ > 18.0 then

2:  for all Trajektorie referencyjne ¢ do
3 RMS; =0.0
4
)

for all Zarejestrowane punkty czasowe e, (j) do
Oblicz pozycje (X,Y, Z) trajektorii referencyjnej i dla czasu t,,.,(j) stosujac
interpolacje liniowa

6 RMS i+ =\ (Xem () = X)* + Vonean(§) = V)2 + (Zinem () — 2)°
7: end for

8: RMS; =/ RMS;

9: if RMS; < minimalny btad then

10: Zaktualizuj minimalny blad

11: Zapamietaj indeks ¢ trajektorii referencyjne;j

12: end if

13:  end for
14:  Ogznacz trajektorie referencyjng jako znaleziona
15: end if

Po znalezieniu trajektorii referencyjnej zapisywano do pamieci odpowiadajace jej
dane o czasach i kierunkach odpalen silnikéw korekcyjnych, a takze ich liczbie. Nastepnie
po osiagnieciu przez rakiete apogeum rozpoczynano sterowanie w petli otwartej. Odpa-
lano kolejne silniki korekcyjne zgodnie z Algorytmem 7.1 opisanym w rozdziale 7.3. Ze
wzgledu na to, ze spodziewano sie niedoktadnosci trafienia wynikajacych, po pierwsze z
algorytmu dyskretyzacji co pokazano wczesniej, ale takze z tego, ze istnieje btad miedzy
aktualng trajektoria wznoszacg, a tg wyznaczong z bazy danych, postanowiono w ostatniej
fazie lotu przelaczy¢ sie na algorytm nawigacji proporcjonalnej opisany w rozdziale 5.2.
Pominieto przy tym konwersje uktadéw odniesienia niezbedne przy korzystaniu z danych
z czujnikow inercjalnych, gdyz pomieto ich model, a wykorzystano tylko czesé¢ odpowia-
dajaca za naprowadzanie sie na cel. W tym celu do danych wej$ciowych dotozono znane
wspohrzedne celu (Xema, Yema, Zemd), @ Przetaczanie miedzy algorytmami realizowano na

podstawie aktualnej wysokosci lotu zgodnie z Algorytmem 8.3.

Algorytm 8.3 Przetaczanie miedzy algorytmami sterowania

1: if Apogeum then

2 if H > Hy,, then

3 Sterowanie w petli otwartej

4: else

5: Sterowanie z wykorzystaniem nawigacji proporcjonalne;j
6: end if

7: end if

Wykorzystana procedure nawigacji proporcjonalnej przedstawia Algorytm 8.4. Wy-
znaczone przez nig czas i kierunek odpalenia kolejnych silnikéw korekcyjnych trafiaty do

fizycznego modelu silnika korekcyjnego opisanego Algorytmem 7.2.
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Algorytm 8.4 Naprowadzanie metoda nawigacji proporcjonalnej z wykorzystaniem sil-
nikéw korekcyjnych

—_

Wyznacz wektor odleglosci do celu Ry,
Wyznacz wektor predkosci zblizania V. (réwnania (5.7)-(5.9))
Wyznacz warto$¢ katow linii wizowania oraz ich pochodnych (réwnania (5.10)-(5.15))
Wyznacz wartos¢ przyspieszenia normalnego do linii wizowania (réwnanie (5.6))
Wyznacz wartos¢ zadanego przyspieszenia bocznego (rownanie (5.16))
Wyznacz kierunek odpalenia ¢4, = atan2 (aCMDZ, aCMDy) — Pty
if lacyp| > aw, oraz t —t4e > T oraz t > t, then
if Liczba odpalonych silnikow korekcyjnych nie przekroczyla ich zadanej iloéci then
Zapisz czas odpalenia 44,4,
Zapisz kierunek odpalenia ¢,
Zapisz kat przechylenia rakiety ¢siar;
Oznacz silnik jako odpalony
end if
: end if

[ = T
S A vl

8.3 Wyniki dziatania algorytmu

Jako rezultaty odniesienia traktowano wartosci parametru CEP dla lotu niestero-
wanego oraz sterowanego w calosci z uzyciem algorytmu nawigacji proporcjonalnej PNG.
Rakiete wyposazono w 32 silniki korekcyjne, bazujac na opracowanej konstrukcji RPT

ORION, a sterowanie uruchamiano w momencie osiaggniecia apogeum.

0600 1400 -

9400

-
N
o

9200

=
o
o

9000

8800 T 8
E ]
' 8600 5
5 60
8400 3
s
8200 40
8000
20
7800
-ZUUU - 10UV -1Uuu -ouu U [¥] 200 400 BLL 8LUL 1000
Y[m] ID trajektorii
(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.6: Wyniki rozrzutu dla przypadku niesterowanego

Rysunek 8.6 przedstawia rozrzut miejsc upadku dla przypadku lotu niesterowanego.
Po lewej stronie przedstawiono okregi symbolizujace parametr CEP, a po prawej stronie
jego analize statystyczna. Parametr CEP5y wyniost ponad 300 metrow, CEPg3 ponad 550
metrow, a CEPgg ponad 1000 metréw. Sredni blad upadku wyniost ponad 350 metrow.
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Sa to wartoéci porownywalne z wartosciami osiggnietymi przy symulacji wykorzystujacej

model w Simulinku z Rysunku 5.13.
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Rysunek 8.7: Wyniki rozrzutu dla przypadku sterowanego 32 silnikami z algorytmem
PNG

Rysunek 8.7 przedstawia rozrzut miejsc upadku dla przypadku lotu sterowanego
algorytmem PNG z wykorzystaniem 32 silnikéw korekcyjnych. Parametr CEP5y wyniost
nieco ponad 60 metrow dajac zysk okoto 80%, CEPg3 ponad 220 metrow, czyli okoto 50%
lepszy rezultat, a CEPgy ponad 700 metrow, czyli okoto 30% lepiej. Sredni btad upadku
wynioést ponad 150 metrow. Wartosci te sa rowniez poréwnywalne z wartosciami osiagnie-
tymi przy symulacji wykorzystujacej model w Simulinku z Rysunku 5.13. Stanowi¢ one
bedg wartos¢ odniesienia dla algorytmu wykorzystujacego baze danych. Dodatkowo Rysu-
nek 8.8 pokazuje ilos¢ wykorzystanych silnikéw korekcyjnych w trakcie lotu. W znaczacej
wiekszosci przypadku algorytm wykorzystat wszystkie dostepne silniki. Rozrzuty miejsc
upadku z symulacji wykorzystujacych algorytm opierajacy sie o baze danych zostana wy-
znaczone dla kilku przypadkow. Sprawdzony zostanie wplyw czasu przelgczenia miedzy
algorytmami, wptyw wielkoSci bazy danych oraz ilo$¢ dostepnych silnikow korekcyjnych

na celnosé trafienia.
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Rysunek 8.8: Zuzycie silnikéw korekcyjnych dla przypadku sterowanego 32 silnikami z
algorytmem PNG

8.3.1 Wplyw czasu przelaczenia miedzy algorytmami

W pierwszej kolejnosci zbadano wpltyw czasu przelaczania miedzy algorytmami.
Tabela 8.1 przedstawia moment zmiany algorytmu w postaci szacowanego czasu do ude-
rzenia, wysokosci lotu, oraz szacowanego procentowego udziahu trajektorii wykorzystujacej
algorytm PNG. Wartosci te bazowano na opadajacej czesci trajektorii referencyjnej (nie-
sterowanej). Przypadek pierwszy sprawdzal dzialanie algorytmu wykorzystujacego tylko

baze danych, bez korekcji z algorytmem PNG.

Tabela 8.1: Momenty przetaczania miedzy algorytmami

Przypadek Czas do trafienia [s] Wysokosé lotu [m| % lotu PNG

1 0 0 0
2 2 500 8
3 ) 1000 20
4 10 1500 40

Dla kazdego z przypadkéw puszczono 1000 symulacji Monte Carlo z takimi samymi
warto$ciami niepewnosci jak dla przypadkéw niesterowanego i sterowanego w caltosci z

uzyciem algorytmu PNG.
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(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.9: Wyniki rozrzutu dla przypadku bez przetaczania algorytmow

Rysunek 8.9 przedstawia rozrzuty i ich analize statystyczna dla przypadku wyko-
rzystywania tylko algorytmu bazujacego na bazie danych. Parametr CEP5q wyniost nieco
ponad 90 metrow, dajac wynik gorszy niz czyste PNG o okolo 50%, CEPgs niecale 200
metrow, czyli okoto 10% lepszy rezultat, a CEPgg ponad 650 metrow, czyli okoto 8% le-
piej. Sredni blad upadku wyniést ponad 128 metrow. Wykorzystanie algorytmu z baza
danych pogorszyto wyniki jesli chodzi o wartos¢ CEP5g, natomiast poprawito nieznacznie

doktadno$é¢ wszystkich trafien zmniejszajac wartosci pozostatych parametrow.

Rysunek 8.10: Zuzycie silnikow korekcyjnych dla przypadku bez przetaczania
algorytmow
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Rysunek 8.10 przedstawia wykorzystanie silnikow korekcyjnych. Mozna zauwazy¢,
ze $rednio na lot wykorzystywano tylko 25 silnikéw, co wynika z rozlozenia energii w
trakcie lotu i bylo omawiane przy wynikach algorytmu dyskretyzacji. Poniewaz, w wielu
przypadkach mozna by byto wykorzysta¢ wiecej silnikow, ktore i tak sg dostepne, mozna
sie spodziewa¢ poprawy tych wynikoéw dokladajac jeszcze sterowanie z algorytmem PNG

w koncowej fazie lotu.
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Rysunek 8.11: Wyniki rozrzutu dla przypadku przetaczenia na wysokosci 500 metrow

Rysunek 8.11 przedstawia rozrzuty i ich analize statystyczna dla przypadku gdy
przelaczenie miedzy algorytmami nastapito przy wysokosci lotu wynoszacej 500 metrow.
Parametr CEP5y wyniost nieco ponad 80 metrow, bedac okoto 33% gorszy niz PNG, a
parametry CEPg3 oraz CEPgg daly bardzo zblizone rezultaty do przypadku bez przetacza-
nia. Sredni btad upadku wyniést ponad 121 metréow. Zachowujac dokladnosé wszystkich
trafieni udato sie zmniejszy¢ parametr CEP5, lecz wciaz uzyskujac wynik gorszy niz czyste
PNG.

110



Rysunek 8.12: Zuzycie silnikow korekcyjnych dla przypadku przetaczenia na wysokosci
500 metréw

Rysunek 8.12 przedstawia wykorzystanie silnikéw korekcyjnych. Srednie zuzycie
wzrosto do 31 silnikéw na lot. Z tego wzgledu dalej mozna przesuwac¢ granice zmiany
algorytmow.

(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.13: Wyniki rozrzutu dla przypadku przetaczenia na wysokosci 1000 metrow

Rysunek 8.13 przedstawia kolejny przypadek gdzie przelaczenie miedzy algoryt-
mami wystapito na wysokosci lotu wynoszacej 1000 metrow. Parametr CEP5q wyniost
nieco ponad 70 metréw, powodujac ze roznica wzgledem PNG zmalata do 14%, zachowu-
jac mniej wiecej wartosci parametréow CEPgs oraz CEPgg lotu bez przetaczania. Sredni

btad upadku zmalal do 110 metrow.
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Rysunek 8.14: Zuzycie silnikow korekcyjnych dla przypadku przetaczenia na wysokosci
1000 metrow

Analizujgc wykorzystanie silnikéw korekcyjnych z Rysunku 8.14, gdzie w wiekszo-
Sci przypadkow uzyto wszystkich dostepnych silnikow zdecydowano sie na jeszcze jedno

podwyzszenie wysokosci przelaczenia algorytmow.

(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.15: Wyniki rozrzutu dla przypadku przetaczenia na wysokosci 1500 metrow

Rysunek 8.15 pokazuje wyniki dla momentu przetaczenia na wysokosci 1500 me-
trow. Udalo sie uzyska¢ parametr CEP5q 0 wartosci nieco ponad 55 metréw, co dato wynik
lepszy niz PNG o okoto 11%, zachowujac doktadnosé¢ pozostatych parametrow. Sredni bad

upadku ponownie zmalal do 106 metréw. Ostatni rezultat pokazuje, ze opracowany algo-
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rytm daje lepsze wyniki wzgledem zastosowania klasycznych metod sterowania rakietami

wyposazonymi w uklady wykorzystujace silniki korekcyjne.

Rysunek 8.16: Zuzycie silnikow korekcyjnych dla przypadku przetaczenia na wysokosci
1500 metrow

Rysunek 8.16 pokazuje, ze w praktycznie kazdym przypadku wykorzystana zostata
petna dostepna iloéé silnikéw korekcyjnych, wiec dalsze zwickszanie wysokosci przetacza-
nia nie spowodowaloby zapewne znaczaco lepszych rezultatéw. Otrzymany wynik wska-
zuje, ze opracowana metoda sterowania lepiej radzi sobie w pierwszej fazie sterowania,
zaraz po osiagnieciu przez rakiete apogeum, a algorytm PNG ma wieksze mozliwosci w

koricowej fazie lotu, korygujac btad wynikajacy ze sterowania w petli otwarte;j.

8.3.2 Wplyw wielkoéci bazy danych

W dalszej kolejnosci zbadano wplyw ilosci danych znajdujacych sie w bazie na
jakos¢ uzyskiwanych wynikow. Wykonujac obliczenia optymalizacyjne wygenerowano 944
rozwigzania, ktore weszty w sktad bazy danych algorytmu sterujacego. Stosujac wysokosé
przelaczania algorytmu wynoszaca 1500 metréw przeprowadzono symulacje Monte Carlo,
ponownie po 1000 strzatow, dla réznych wielkosci wezytanej bazy danych, wynoszacej
800, 600, 400 oraz 200 elementow. W trakcie generowania bazy danych parametry modelu
losowane byty z uzyciem odchyleni standardowych z Tabeli 6.1. Wyniki zapisywane byly w
odpowiednich folderach, ktore nastepnie wezytywane byly do algorytmu. Z tego wzgledu,
niezaleznie od iloéci wezytanych elementow, statystyka rozktadu parametrow zapisanej
trajektorii wznoszacej powinna zosta¢ zachowana. Zwiekszone bedg zapewne odleglosci

miedzy trajektoriami, co moze spowodowaé¢ wieksza roznice miedzy aktualng trajektoria
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wznoszaca podczas dziatania docelowego algorytmu, wiec i wiekszy skumulowany btad

przy locie ze sterowaniem w petli otwarte;j.

(a) 800 elementow (b) 600 elementow

(c) 400 elementow (d) 200 elementow

Rysunek 8.17: Wyniki rozrzutu dla r6znych przypadkéw wielkosci bazy danych

Rysunek 8.17 przedstawia rozrzuty dla przypadkow gdzie baza danych liczyta 800
(a), 600 (b), 400 (c) oraz 200 (d) elementoéw. Roznice w otrzymanych parametrach CEP
nie przekraczaja 10 metrow. Wiadomo, ze im wiecej elementoéw znajduje sie w bazie da-
nych, tym wieksze jest prawdopodobienistwo znalezienia trajektorii najbardziej zblizonej
do aktualnej trajektorii wznoszacej. Liczba elementéw powinna byé¢ wiec jak najwiek-
sza, ale jej dokladna ilo$¢ powinna by¢ podyktowana dostepna pamiecia na docelowym

komputerze poktadowym rakiety.

8.3.3 Wplyw dostepnej liczby silnikéw korekcyjnych

Ostatnim przypadkiem testowym bylo poréwnanie wptywu dostepnej liczby silni-

kow korekeyjnych na zmniejszenie rozrzutu miejsc upadku rakiety. Opracowana konstruk-
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cja RPT ORION wyposazona byta w modut sterujacy z 32 silnikami korekcyjnymi. Jeszcze
w trakcie trwania projektu okazato sie, ze byltaby mozliwo$é, zachowujac dtugo$é modutu,
gesciej upakowac silniki korekcyjne i zwiekszy¢ ich ilos¢ dwukrotnie, do 64 egzemplarzy.
Przeprowadzono wiec dodatkowe symulacje Monte Carlo, ponownie po 1000 strzaléw, za-
ktadajac, ze rakieta moze zosta¢ wyposazona w 64, 96 lub 128 silnikéw korekcyjnych.
Wyniki dziatania algorytmu wykorzystujacego peilna baze danych oraz przelaczenie na
algorytm PNG w momencie osiagniecia wysokosci 1500 metréw, poréwnano z dziataniem

czystego algorytmu nawigacji proporcjonalne;j.

(a) Rozrzut PNG (b) Rozrzut baza danych

(c) Statystyka PNG (d) Statystyka baza danych

Rysunek 8.18: Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 64 silnikow korekcyjnych

Rysunek 8.18 przedstawia wyniki rozrzutu i analize statystyczng dla przypadku
64 dostepnych silnikow korekcyjnych. Warto$¢ CEP59 ma warto$¢ okoto 9 metrow dla
bazy danych wzgledem prawie 32 metrow dla PNG, dajac zysk ponad 70%. W przypadku
parametréow CEPg3 oraz CEPgy zysk wyniost odpowiednio 30% oraz 45%. Sredni blad

trafienia wynoszacy 33 metry dla bazy danych jest ponad dwukrotnie mniejszy niz dla
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algorytmu PNG.

(a) PNG (b) Baza danych

Rysunek 8.19: llos¢ wykorzystanych silnikow korekcyjnych przy 64 dostepnych

Rysunek 8.19 przedstawia liczbe wykorzystanych silnikow korekcyjnych, ktéra w
obu przypadkach wyniosta Srednio okoto 55 silnikoéw. Pozostate statystyki pokazuja, ze
algorytm PNG generalnie uzywa ich wiecej. Poniewaz w bardzo wielu przypadkach nie
wszystkie dostepne silniki korekcyjne zostaly zuzyte mozna rozwazy¢ ponownie zwieksze-
nie wysoko$ci przetaczenia sie pomiedzy algorytmami sterowania, co mogloby spowodowac

uzyskanie jeszcze lepszych wynikow.

(a) Rozrzut PNG (b) Rozrzut baza danych

116



(c) Statystyka PNG (d) Statystyka baza danych

Rysunek 8.20: Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 96 silnikow korekcyjnych

Rysunek 8.20 przedstawia wyniki rozrzutu i analize statystyczna dla przypadku 96
dostepnych silnikéw korekeyjnych. Wartos¢ CEPj, osiggneta wartos¢ okolo 7.5 metra dla
bazy danych wzgledem prawie 24 metréw dla PNG, co ponownie daje wynik lepszy o okoto
70%. Dla parametrow CEPgs oraz CEPgg zysk wyniost odpowiednio 50% oraz 70%. Sredni
btad trafienia wynoszacy 18 metréw dla bazy danych jest ponad trzykrotnie mniejszy niz
dla algorytmu PNG. O ile wartos¢ CEP5y zmniejszyta sie nieznacznie, mocnej redukeji

ulegl parametr CEPgg co oznacza, ze algorytm drastycznie zwiekszyt swoja doktadnosé.

(e) PNG (f) Baza danych

Rysunek 8.21: Ilos¢ wykorzystanych silnikow korekcyjnych przy 96 dostepnych

Rysunek 8.21 przedstawia liczbe wykorzystanych silnikow korekcyjnych, ktora w
obu przypadkach wyniosta $rednio okoto 65 silnikéw. Oba algorytmy charakteryzuja sie
podobnym zuzyciem analizujgc pozostale parametry statystyczne. W wiekszosci lotow

spora ilo$¢ silnikéw pozostaje niewykorzystana.
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(a) Rozrzut PNG (b) Rozrzut baza danych

(c) Statystyka PNG (d) Statystyka baza danych

Rysunek 8.22: Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 128 silnikow korekcyjnych

Ostatni przypadek testowy wykorzystujacy 128 silnikéw korekcyjnych pokazano na
Rysunku 8.22. W przypadku algorytmu PNG nie ma praktycznie zadnej réznicy w porow-
naniu do przypadku z 96 dostepnymi silnikami. Juz w tamtym przypadku przy wiekszosci
symulacji algorytm nie wykorzystywal wszystkich dostepnych silnikow. W przypadku al-
gorytmu opartego o baze danych jedyny wyraznych zysk widoczny jest przy parametrze
CEPyy, ktory zmalal o okoto 35%. Wyniki te oznaczaja, ze praktycznie wszystkie wystrze-
lone rakiety spadly w okregu o promieniu ponizej 100 metréw co jest wynikiem bardzo

dobrym.
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Rysunek 8.23: Ilos¢ wykorzystanych silnikow korekcyjnych przy 128 dostepnych

Rysunek 8.23 przedstawia wykorzystanie silnikow korekcyjnych dla przypadku 128
dostepnych. Jak poprzednio wiekszos¢ symulacji nie wykorzystata wszystkich mozliwych
silnikéw, a dla algorytmu PNG nie ma wiekszej roznicy niz dla przypadku wczesniejszego
(96 dostepnych). Pokazuje to, ze wyposazenie rakiety w modul sktadajacy sie z wiekszej

liczby silnikéw nie zapewni uzyskania lepszych rezultatow.
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9 Podsumowanie

Celem pracy byto opracowanie algorytmu sterowania pociskiem rakietowym typu
ziemia-ziemia wyposazonym w gazodynamiczny modul sterujacy, sktadajacy sie z zestawu
silnikow korekcyjnych na staty material pedny, ktory zapewnitby trafienie cel naziemny o
znanych wspotrzednych z wymagana doktadnoscia i wykorzystal w tym celu minimalna
ilo§¢ energii, czyli minimalng ilo$¢ silnikéw korekcyjnych. Ze wzgledu na impulsowy cha-
rakter uktadu sterujgcego i mozliwo$¢ manipulowania tylko kierunkiem i czasem dziatania
sity sterujacej, bez wplywu na jej wartos¢, nie liczylto sie uzyskanie bezposredniego tra-
fienia w cel, lecz zmniejszenie dyspersji miejsc upadku. W celu rozwiazania postawionego
zagadnienia skorzystano z metod optymalizacji gradientowej. Aby spekli¢ drugi z wa-
runkoéw optymalizacji, minimalizacje energii, nie mozliwe byto zadanie jako zmiennych
optymalizacyjnych bezposrednio czasow i kierunkéw odpalent poszczeg6lnych silnikow ko-
rekcyjnych, gdyz ich niezbedna ilo$¢ nie byta z gory znana. Dodatkowo, zalozeniem byto
wykorzystanie metod optymalizacji dedykowanych dla sygnatow ciggtych. Z tego powodu
opracowano specjalng metodyke uzyskania rozwiazania, na ktora sktadato sie opracowa-
nie modelu symulacyjnego rakiety, procedury optymalizacji wykorzystujacej uproszczony,
ciggly, uktad sterujacy, a nastepnie dyskretyzacji jej wynikoéw oraz opracowanie algorytmu
sterowania bazujacego na bazie danych sktadajacych sie z optymalnych rozwiazan.

Model matematyczny rakiety pozwalat na symulacje lotu obiektu o szesciu stop-
niach swobody i zmiennych parametrach masowych. Opisano doktadnie wykorzystywane
rownania ruchu rakiety uwzgledniajgce rowniez wiezy wystepujace podczas ruchu po wy-
rzutni prowadnicowej. Uwzgledniono model sSrodowiska sktadajacy sie z zaleznoSci opisuja-
cych atmosfere standardowa, dodatkowo uwzgledniajac lokalne warunki panujace w miej-
scu startu, takie jak temperatura, ci$nienie oraz wilgotnos¢ powietrza. Charakterystyki
bezwladnosciowe rakiety podlegaly zmianom w funkcji dziatania silnika gtéwnego oraz
silnikow korekcyjnych. Uwzgledniano obciazenia dziatajace na obiekt od zespolu napedo-
wego, grawitacji, uktadu sterowania oraz aerodynamiki. Wykorzystano takze model czuj-
nikéw inercjalnych, akcelerometrow oraz giroskopéw, a takze uproszczony model uktadu
nawigacji inercjalnej INS. Model numeryczny rakiety opracowano najpierw w srodowisku
MATLAB/Simulink, a nastepnie przepisano go do jezyka C++ w celu przeprowadzenia
obliczen optymalizacyjnych.

Opracowany model wymagal weryfikacji oraz walidacji dziatania. Niezbedne w pro-
cesie weryfikacji dane wymagane w modelu uzupetniono korzystajac z opracowanej na PW
konstrukeji RPT ORION. Zmierzono w czedci charakterystyki bezwladnosciowe, uzupet-
niajac brakujace dane wartosciami z przygotowanego modelu CAD, zmierzono ciag silnika
gltownego oraz silnikow korekcyjnych, a takze oszacowano niezbedne wspotczynniki aero-
dynamiczne korzystajac z pot-empirycznych zaleznosci bazujacych na geometrii rakiety.

Po udanej weryfikacji modelu matematycznego korzystajac z danych z testow lotnych
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kilku egzemplarzy rakiety ORION przeprowadzono jego walidacje. W ramach projektu
badawczego opracowano takze algorytm sterujacy bazujacy na klasycznych metodach na-
prowadzania, takich jak nawigacja proporcjonalna. Dysponujac zapisana telemetriag z te-
stow poligonowych dokonano identyfikacji niektérych wspotczynnikéw aerodynamicznych
dostrajajac model do wynikow eksperymentu. Ze wzgledu na ograniczone $rodki finansowe
dostepne w projekcie mozliwe byto przeprowadzenie tylko kilku strzatéow docelowej kon-
strukcji rakiety, gdzie skupiono si¢ gtéwnie na sprawdzeniu samej statecznosci i sterowno-
ci opracowanej rakiety oraz poprawnosci wspotdziatania wszystkich podsystemow. Uzy-
skane wyniki potwierdzaly, ze opracowany model symulacyjny z dobra doktadnoscia po-
trafi odwzorowaé rzeczywisty lot rakiety. Niska iloé¢ testow poligonowych wymagata, aby
stwierdzi¢ efektywnos¢ uktadu sterowania, przeprowadzenia obliczen symulacyjnych. Roz-
rzuty miejsc upadku przy dzialaniu uktadu sterowania wykorzystujacego algorytm oparty
0 nawigacje proporcjonalng wyznaczono wykorzystujac metode Monte Carlo. Otrzymane
wyniki stuzyty za punkt odniesienia dla algorytmu sterowania bedacego wynikiem niniej-
szej pracy.

Procedure optymalizacji rozpoczeto od uproszczenia uktadu sterowania. Dyskretne
impulsy odpalen silnikéw korekcyjnych zamieniono na dwa ciggle parametry sterujace
dziatajace w dwoch prostopadlych ptaszczyznach rakiety. Do optymalizacji wykorzystano
dwie metody: bezposrednia, ktéra traktowala problem jak zwykle zagadnienie optyma-
lizacji nieliniowej oraz posrednia, ktora zamieniata zagadnienie na problem sterowania
optymalnego. Funkcje kosztu zadano zgodnie z celem minimalizacji, a jej gradient wyzna-
czano w zaleznosci od metody, bezposrednio korzystajac z automatycznego rézniczkowa-
nia funkcji kosztu lub w metodzie posredniej wyprowadzajac odpowiednia zalezno$¢ ma-
tematyczng korzystajac z Zasady Maksimum Pontryagina. Do obliczen wykorzystywano
otwarte oprogramowanie IPOPT oraz pakiet ADOL-C. Opisano doktadnie caty procedure
optymalizacji oraz przedstawiono wyniki dziatania obu metod. Pod wzgledem doktadnosci
obliczenn obie metody potrafity znalezé¢ rozwiazanie z bardzo dobrg doktadnoscia. Wyni-
kowy btad upadku byt rzedu pojedynczych centymetréw. Metoda posrednia okazata sie
kilkukrotnie szybsza, z tego wzgledu w dalszych obliczenia tylko ona byla wykorzysty-
wana.

Dysponujac wynikami optymalizacji w postaci przebiegow czasowych dwoch para-
metréow sterujgcych, nalezato wrocié do oryginalnego uktadu sterujacego, to znaczy zamie-
ni¢ je na czasy i kierunki odpaleri poszczegélnych silnikow korekcyjnych. Przedstawiono
opracowang metode konwersji, a takze jej wyniki. Btad upadku po dyskretyzacji wzra-
stal do wartosci kilku metrow. Ze wzgledu na to, ze optymalizacja dostarczata informacje
o niezbednej ilosci energii, a wiec wymaganej liczbie silnikow korekcyjnych, dodatkowo
przeprowadzano optymalizacje uzyskanych w procedurze dyskretyzacji czasow i kierun-
kow odpalen. W ten sposob udalo sie zmniejszy¢ blad upadku rakiety korzystajacej z

dyskretnego ukladu sterowania o érednio po6t metra. Oznacza to, ze opracowana proce-
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dura dyskretyzacji jest doktadna.

Aby zrealizowaé cel pracy opracowano algorytm sterowania bazujacy na optymal-
nych wynikach. Przeprowadzajac obliczenia optymalizacyjne oraz dyskretyzacje dla roz-
nych warunkéw poczatkowych opracowano baze danych rozwigzan optymalnych sktada-
jaca sie z ilodci, czasOw oraz kierunkéow odpalen silnikéw korekcyjnych oraz odpowiadaja-
cej im trajektorii referencyjnej stuzacej do wyboru odpowiedniego rozwiazania w trakcie
lotu. Lot rakiety z docelowym algorytmem sterowania podzielono na kilka faz. W pierw-
szej fazie, lotu wznoszacego, algorytm mial na celu znalezienie w bazie danych trajek-
torii najbardziej zblizonej do aktualnej, ktora rakieta podaza, oraz wczytaniu odpowia-
dajacej jej sekwencji odpalent silnikéw korekcyjnych. Nastepnie, po osiggnieciu apogeum
rakieta sterowana byla na jej podstawie w petli otwartej. Aby zwiekszy¢ dokladnosé ste-
rowania w koricowej fazie lotu przetaczano sie na algorytm nawigacji proporcjonalnej.
Sprawdzono zaleznos¢ uzyskanych rozrzutéw miejsc upadku od momentu przetaczenia
algorytmu, iloéci wezytanych trajektorii referencyjnych oraz dostepnej iloci silnikow ko-
rekcyjnych. Przy przelaczeniu algorytmu w okolicach polowy lotu sterowanego, wyko-
rzystaniu wszystkich obliczonych trajektorii referencyjnych oraz 32 dostepnych silnikow
korekcyjnych uzyskano okoto 10% redukcje rozrzutu charakteryzowana przez parametry
CEP5y, CEPg3 oraz CEPg9. Wplyw wielko$ci bazy danych na wartosé tych parametrow
uznano za znikomy. Badajac wplyw wiekszej mozliwej do wykorzystania ilosci silnikow
korekcyjnych przedstawiono wyzszo$¢ opracowanego algorytmu nad rozwigzaniami kla-
sycznymi w kazdym przypadku uzyskujac zysk niemal 70% dla parametru CEPj5, oraz od
okoto 35% do 70% dla pozostatych.

W przyszlosci opracowany algorytm nalezatoby uzupeini¢ o wpltyw danych dostar-
czanych przez czujniki poktadowe oraz algorytm nawigacji inercjalnej, a takze przepro-
wadzi¢ testy SIL, PIL oraz HIL. Wymagane byloby sprawdzenie ilo$ci niezbednej pamieci
operacyjnej oraz predkosci wykonywania kodu na docelowym komputerze poktadowym
rakiety. Jako system odniesienia wykorzystywana byla konstrukcja RPT ORION. Aby
opracowany algorytm moglt by¢ stosowanych na rakietach kalibru 122 mm bedacych na
wyposazeniu Sit Zbrojnych RP, algorytm ten wraz z calym gazodynamicznych modutem
sterujacym nalezatoby przetestowa¢ w warunkach bardziej zblizonych do osiagéw tych
rakiet, ktore poruszaja sie z predkosciami duzo wiekszymi oraz na dalszych zasiegach.
Niezbedne jest takze oszacowanie efektywnosci silnikow korekcyjnych przy sterowaniu
w predkosciach naddzwickowych. Mimo posiadania dokladnego modelu matematycznego
rakiety niezbedne jest wykonanie wielu testow lotnych, aby potwierdzi¢ uzyskane wyniki
rozrzutow.

Bazujac na uzyskanych wynikach stwierdzono, ze postawiona teza badawcza: Wy-
korzystanie metod optymalizacji do wyznaczania parametréw sterowania ra-
kieta oraz sterowanie z wykorzystaniem bazy danych pozwoli skuteczniej i

efektywniej naprowadzaé rakiete na cel stacjonarny zostata potwierdzona. Z suk-
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cesem zrealizowano postawiony plan badawczy, opracowano niezbedne oprogramowania
i zdaniem autora znaczaco przyczyniono sie do rozwoju kompetencji w zakresie techniki

rakietowej na PW.
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