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Streszczenie

Temat pracy: Optymalizacja procesu sterowania pociskiem rakietowym wyposa»onym

w gazodynamiczny moduª steruj¡cy.

Celem pracy byªo opracowanie algorytmu sterowania pociskiem rakietowym typu

ziemia-ziemia wyposa»onym w gazodynamiczny moduª steruj¡cy, skªadaj¡cy si¦ z zestawu

silników korekcyjnych na staªy materiaª p¦dny, który zapewniªby tra�enie w cel naziemny

o znanych wspóªrz¦dnych z wymagan¡ dokªadno±ci¡ i wykorzystaª w tym celu minimaln¡

ilo±¢ energii. Algorytm ten miaª opiera¢ si¦ o baz¦ danych rozwi¡za« uzyskanych w proce-

sie optymalizacji, a sterowanie miaªo odbywa¢ si¦ w p¦tli otwartej z korekcj¡ w ostatniej

fazie lotu. W ramach prac opracowano matematyczny model rakiety, który zostaª zwe-

ry�kowany oraz zwalidowany wykorzystuj¡c dane i wyniki testów lotnych opracowanej

na PW rakiety RPT ORION. W celu rozwi¡zania postawionego zagadnienia opracowano

specjaln¡ procedur¦ optymalizacji. Ukªad sterowania uproszczono do postaci dwóch ci¡-

gªych parametrów steruj¡cych. Optymalizacj¦ przeprowadzano z u»yciem oprogramowa-

nia IPOPT. Sprawdzono dziaªanie dwóch metod: bezpo±redniej i po±redniej. W pierwszej

metodzie zagadnienie to traktowano jako problem optymalizacji nieliniowej, a w dru-

giej gradient funkcji kosztu wyznaczono korzystaj¡c z teorii sterowania optymalnego pod

postaci¡ Zasady Maksimum Pontryagina. Niezb¦dne gradienty i jakobiany obliczano sto-

suj¡c metod¦ automatycznego ró»niczkowania wykorzystuj¡c pakiet ADOL-C. Uzyskane

w procesie optymalizacji przebiegi czasowe parametrów steruj¡cych zamieniano w proce-

durze dyskretyzacji na czasy i kierunki odpale« silników korekcyjnych. Przeprowadzaj¡c

te obliczenia dla wielu warunków pocz¡tkowych opracowano baz¦ danych rozwi¡za« skªa-

daj¡c¡ si¦ z sekwencji odpale« silników korekcyjnych oraz odpowiadaj¡cej im trajektorii

referencyjnej. Opracowano docelowy algorytm steruj¡cy oraz przedstawiono wyniki jego

dziaªania. Potwierdzono, »e pozwala on na znacz¡c¡ redukcj¦ dyspersji miejsc upadku

wzgl¦dem klasycznych metod sterowania.

Sªowa kluczowe: symulacja, sterowanie optymalne, rakiety
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Abstract

Thesis title: Optimization of control strategy for a gasodynamically controlled projectile.

The aim of the thesis was to develop a control algorithm for a surface-to-surface

missile equipped with a gasodynamic control module consisting of a set of solid-propellant

correction thrusters, that would ensure hitting a ground-based target with the required

accuracy and using minimum amount of energy. The control approach was based on a

database of solutions obtained through optimization and was implemented as open-loop

control with �nal-phase trajectory correction. As part of the work, a mathematical model

of the missile was developed, veri�ed, and validated using data and results from �ight tests

of the RPT ORION missile developed at Warsaw University of Technology. To solve the

posed problem, a dedicated optimization procedure was created. The control system was

simpli�ed to two continuous control parameters. The optimization was conducted using

the IPOPT software. Two methods were examined: the direct method and the indirect

method. In the �rst method, the problem was treated as a non-linear optimization task,

while in the second, the cost function's gradient was derived using optimal control theory

in the form of Pontryagin's Maximum Principle. Necessary gradients and Jacobians were

computed using automatic di�erentiation with the ADOL-C library. The time pro�les of

the control parameters obtained through optimization were discretized into ignition times

and directions for the correction thrusters. By performing these calculations for various

initial conditions, a solution database was created consisting of thruster's �ring sequences

and corresponding reference trajectories. The �nal control algorithm was developed and

its performance results were presented. It was con�rmed that the algorithm signi�cantly

reduces the dispersion of impact points compared to classical control methods.

Key words: simulation, optimal control, missiles
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Wykaz skrótów i oznacze«

CAD Computer Aided Design

CEP Circular Error Probable

HIL Hardware-In-the-Loop

IMU Inertial Measurement Unit

INS Inertial Navigation System

ISA International Standard Atmosphere

LOS Line Of Sight

MIL Model-In-the-Loop

NLP Non-Linear Programming

PIL Processor-In-the-Loop

PNG Proportional Navigation Guidance

PW Politechnika Warszawska

RPT Rakietowa Platforma Testowa

SIL Software-In-the-Loop

WGS-84 World Geodetic System 1984

ZMP Zasada Maksimum Pontryagina

1 Macierz jednostkowa

a Promie« Ziemi na równiku, [m]

a Pr¦dko±¢ d¹wi¦ku, [m/s]

ai, bi, ci Wspóªczynniki do wyznaczenia ci±nienia saturacji pary wodnej dla lodu

ath Progowa warto±¢ przyspieszenia bocznego dla wysªania sygnaªu odpalenia

silnika korekcyjnego, [m/s2]

aw, bw, cw Wspóªczynniki do wyznaczenia ci±nienia saturacji pary wodnej dla wody

acg Wektor przyspieszenia ±rodka masy, [m/s2]

acmd Zadany wektor przyspieszenia, [m/s2]

aIMU Wektor przyspieszenia punktu poªo»enia czujnika inercjalnego, [m/s2]

ameas Wektor przyspieszenia zwracany przez model akcelerometru, [m/s2]

Ae Powierzchnia wylotowa dyszy, [m2]

bi Bª¡d przesuni¦cia zera na osi i = x, y, z, [m/s2] lub [rad/s]

c Promie« Ziemi na biegunie, [m]

cij Wspóªczynnik bª¦du sprz¦»e« skro±nych mi¦dzy osiami i = x, y, z oraz

j = x, y, z, [-]

Cl Wspóªczynnik momentu przechylaj¡cego, [-]

Cl0 Wspóªczynnik momentu przechylaj¡cego wymuszaj¡cy obrót, [-]

ClP Pochodna wspóªczynnika momentu przechylaj¡cego po pr¦dko±ci k¡towej

przechylania, [1/rad]
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Clγα Pochodna wspóªczynnika momentu przechylaj¡cego wy»szego rz¦du,

[1/rad2]

Cm Wspóªczynnik momentu pochylaj¡cego, [-]

Cmα Pochodna wspóªczynnika momentu pochylaj¡cego po k¡cie natarcia,

[1/rad]

CmQ
Pochodna wspóªczynnika momentu pochylaj¡cego po pr¦dko±ci k¡towej

pochylania, [1/rad]

Cn Wspóªczynnik momentu odchylaj¡cego, [-]

Cnγα Pochodna wspóªczynnika momentu odchylaj¡cego wy»szego rz¦du, [1/rad2]

CNQ
Pochodna wspóªczynnika siªy normalnej po pr¦dko±ci k¡towej pochylania,

[1/rad]

CNα Pochodna wspóªczynnika siªy normalnej po k¡cie natarcia, [1/rad]

CX Wspóªczynnik siªy osiowej, [-]

CXoff
Wspóªczynnik siªy osiowej przy niepracuj¡cym silniku gªównym, [-]

CXon Wspóªczynnik siªy osiowej przy pracuj¡cym silniku gªównym, [-]

CXα2 Pochodna wspóªczynnika siªy osiowej po kwadracie caªkowitego k¡ta

natarcia, [1/rad2]

CY Wspóªczynnik siªy bocznej, [-]

CYγα Pochodna siªy bocznej wy»szego rz¦du, [1/rad2]

CZ Wspóªczynnik siªy normalnej, [-]

CR
B Macierz transformacji z ukªadu rakiety (B) do ukªadu wyrzutni (R)

CN
LOS Macierz transformacji ukªadu zwi¡zanego z lini¡ wizowania (LOS) do

ukªadu nawigacyjnego (N)

CB
N Macierz transformacji z ukªadu nawigacyjnego (N) do ukªadu rakiety (B)

CB
SKi

Macierz transformacji z ukªadu i-tego silnika korekcyjnego (SKi) do

ukªadu rakiety (B)

CB
T Macierz transformacji z ukªadu silnika gªównego (T) do ukªadu rakiety (B)

dref �rednica rakiety, [m]

f(. . . ) Ci¡gªa funkcja prawych stron

f̂(. . . ) Ci¡gªa funkcja prawych stron dla znormalizowanego czasu

f0 Wektor obci¡»e« czynnych

fC Wektor obci¡»e« reakcji od wyrzutni

F̂(. . . ) Dyskretna funkcja prawych stron

FT Siªa ci¡gu silnika gªównego, [N]

FTski
Siªa ci¡gu i-tego silnika korekcyjnego, [N]

FA Wektor siª aerodynamicznych, [N]

FB Wektor siª dziaªaj¡cych na rakiet¦, [N]

FG Wektor siª grawitacji, [N]
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FSK Wektor siª od ukªadu sterowania, [N]

FT Wektor siª ci¡gu silnika gªównego, [N]

g0 Przyspieszenie grawitacyjne zgodne z ISA, [m/s2]

g0(ϕ) Przyspieszenie grawitacyjne w funkcji szeroko±ci geogra�cznej, [m/s2]

gacc Przyspieszenie grawitacyjne, [m/s2]

g Wektor przyspieszenia grawitacyjnego, [m/s2]

G Macierz uwzgl¦dniaj¡ca wpªyw przyspiesze« na warto±¢ wskaza«

giroskopu, [rad·s/m]

h Wysoko±¢, [m]

hgeo Wysoko±¢ geopotencjalna, [m]

Ic Impuls caªkowity silnika gªównego, [Ns]

Icski Impuls caªkowity i-tego silnika korekcyjnego, [Ns]

Iiisk Moment bezwªadno±ci gªówny silnika korekcyjnego wzgl¦dem osi i = x, y, z,

[kg·m2]

Iij Moment bezwªadno±ci wzgl¦dem osi i, gdy ciaªo obracane jest wzgl¦dem

osi j, (i, j = x, y, z), [kg·m2]

I Macierz momentów bezwªadno±ci, [kg·m2]

I0 Macierz momentów bezwªadno±ci rakiety w chwili startu, [kg·m2]

Ik Macierz momentów bezwªadno±ci rakiety po ko«cu pracy silnika gªównego,

[kg·m2]

Iski Macierz momentów bezwªadno±ci i-tego silnika korekcyjnego, [kg·m2]

IR Macierz momentów bezwªadno±ci rakiety, [kg·m2]

J, J1, J2, Jd Funkcja kosztu

J Jakobian funkcji wi¦zów nieholonomicznych

k Numer kroku czasowego

L Koszt ci¡gªy

L Dolna granica danych statystycznych

LB Skªadowa podªu»na momentu dziaªaj¡cego na rakiet¦, [Nm]

L Lagrangian

m Masa rakiety, [kg]

m0 Masa rakiety w chwili startu, [kg]

mk Masa rakiety po ko«cu pracy silnika gªównego, [kg]

mski Masa materiaªu p¦dnego i-tego silnika korekcyjnego, [kg]

mp Masa materiaªu p¦dnego silnika gªównego, [kg]

M Liczba parametrów steruj¡cych w jednej pªaszczy¹nie

MB Skªadowa boczna momentu dziaªaj¡cego na rakiet¦, [Nm]

Ma Liczba Macha, [-]

M Macierz masowa

MA Wektor momentów aerodynamicznych, [Nm]

MB Wektor momentów dziaªaj¡cych na rakiet¦, [Nm]
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MSK Wektor momentów od ukªadu sterowania, [Nm]

MT Wektor momentów od siªy ci¡gu silnika gªównego, [Nm]

N Staªa nawigacji proporcjonalnej

N Liczba parametrów optymalizacyjnych

N Liczba kroków czasowych

NB Skªadowa pionowa momentu dziaªaj¡cego na rakiet¦, [Nm]

Nsk Liczba silników korekcyjnych

ncmd Zadane przyspieszenie normalne do linii wizowania, [m/s2]

p Ci±nienie, [Pa]

p0 Ci±nienie w miejscu startu rakiety, [Pa]

pe Ci±nienie odniesienia dla ci¡gu silnika gªównego, [Pa]

ps Ci±nienie pary wodnej w stanie saturacji, [Pa]

pv Ci±nienie cz¡stkowe pary wodnej, [Pa]

P Pr¦dko±¢ k¡towa przechylania, [deg/s]

Peng Flaga oznaczaj¡ca dziaªanie silnika gªównego

qi Skªadowa i = 0, 1, 2, 3 kwaternionu. [-]

qdyn Ci±nienie dynamiczne, [Pa]

q Kwaternion, [-]

Q Pr¦dko±¢ k¡towa pochylania, [deg/s]

Q1, Q3 Pierwszy i trzeci kwartyl

re(ϕ) Odlegªo±¢ punktu na szeroko±ci geogra�cznej ϕ od ±rodka Ziemi, [m]

R Pr¦dko±¢ k¡towa odchylania, [deg/s]

R Staªa gazowa mieszaniny powietrza i pary wodnej, [J/molK]

R0 Staªa gazowa powietrza, [J/molK]

RH Wzgl¦dna wilgotno±¢ powietrza, [-]

raero Wektor poªo»enia punktu referencyjnego momentów aerodynamicznych,

[m]

rb Wektor poªo»enia tylnego ±lizgacza wzgl¦dem ukªadu (B), [m]

rcg Wektor poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci, [m]

rcg0 Wektor poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci rakiety w chwili startu, [m]

rcgk Wektor poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci rakiety w momencie ko«ca pracy silnika

gªównego, [m]

rcgski Wektor poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci i-tego silnika korekcyjnego, [m]

rcgR Wektor poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci rakiety, [m]

rcgwi
Wektor poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci i-tego silnika korekcyjnego wzgl¦dem

±rodka ci¦»ko±ci rakiety, [m]

rIMU Wektor poªo»enia czujnika inercjalnego, [m]

R Wektor poªo»enia rakiety w ukªadzie nawigacyjnym, [m]

RTM Wektor wzgl¦dnego poªo»enia celu w ukªadzie nawigacyjnym, [m]
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R Funkcja wi¦zów nieholonomicznych

s Zmienna zespolona w dziedzinie Laplace'a

si Bª¡d skali na osi i = x, y, z, [-]

Sref Powierzchnia referencyjna, [m2]

t Czas, [s]

t0, t1, . . . , tf Granice przedziaªów caªkowania przy dyskretyzacji, [s]

t0i Czas odpalenia i-tego silnika korekcyjnego, [s]

tg Progowy czas zadziaªania ukªadu sterowania, [s]

tlast Czas od uruchomiania ostatniego silnika korekcyjnego, [s]

tski Czas odpalenia i-tego silnika korekcyjnego po dyskretyzacji, [s]

tsk Wektor czasów odpalenia silników korekcyjnych, [s]

T Temperatura, [K]

T0 Temperatura w miejscu startu rakiety, [K]

T0 Pocz¡tkowy czas symulacji, [s]

Teng Staªa czasowa modelu pierwszego rz¦du wygªadzaj¡ca wspóªczynnik oporu,

[s]

Tf Czas ko«cowy symulacji, [s]

Ts Czas próbkowania, [s]

uA Pr¦dko±¢ podªu»na rakiety wzgl¦dem powietrza, [m/s]

uV , uH Parametr steruj¡cy w pªaszczy¹nie pionowej (V) i poziomej (H), [-]

u Wektor sterowa«

U Pr¦dko±¢ podªu»na, [m/s]

U Górna granica danych statystycznych

U1, U2 Parametry steruj¡ce, [-]

vA Pr¦dko±¢ boczna rakiety wzgl¦dem powietrza, [m/s]

vw Pr¦dko±¢ wiatru, [m/s]

V Pr¦dko±¢ boczna, [m/s]

v Wektor pr¦dko±ci liniowych, [m/s]

vA Wektor pr¦dko±ci rakiety wzgl¦dem powietrza, [m/s]

vNCG
Wektor pr¦dko±ci ±rodka masy rakiety w ukªadzie nawigacyjnym, [m/s]

vNIMU
Wektor pr¦dko±ci punktu zamocowania czujników inercjalnych w ukªadzie

nawigacyjnym, [m/s]

vR Wektor pr¦dko±ci liniowych miejsca styku tylnego ±lizgacza z wyrzutni¡,

[m/s]

vw Wektor pr¦dko±ci wiatru w ukªadzie nawigacyjnym, [m/s]

Vcij Pr¦dko±¢ zbli»ania w pªaszczy¹nie ij ukªadu nawigacyjnego, [m/s]

Vc Wektor pr¦dko±ci zbli»ania, [m/s]

wA Pr¦dko±¢ pionowa rakiety wzgl¦dem powietrza, [m/s]

W Pr¦dko±¢ pionowa

xcg Skªadowa podªu»na ±rodka ci¦»ko±ci, [m]
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xcg0 Skªadowa podªu»na ±rodka ci¦»ko±ci w chwili startu rakiety, [m]

xcgk Skªadowa podªu»na ±rodka ci¦»ko±ci po ko«cu pracy silnika gªównego, [m]

x Wektor zmiennych stanu

x0 Warunki pocz¡tkowe wektora zmiennych stanu

X Skªadowa poªo»enia rakiety w kierunku póªnocnym, [m]

XB Skªadowa podªu»na siªy dziaªaj¡cej na rakiet¦, [N]

XTM Skªadowa podªu»na wzgl¦dnego poªo»enia celu, [m]

Xcmd Wektor wspóªrz¦dnych celu, [m]

ycg Skªadowa boczna ±rodka ci¦»ko±ci, [m]

ycg0 Skªadowa boczna ±rodka ci¦»ko±ci w chwili startu rakiety, [m]

ycgk Skªadowa boczna ±rodka ci¦»ko±ci po ko«cu pracy silnika gªównego, [m]

Y Skªadowa poªo»enia rakiety w kierunku wschodnim, [m]

YB Skªadowa boczna siªy dziaªaj¡cej na rakiet¦, [N]

YTM Skªadowa boczna wzgl¦dnego poªo»enia celu, [m]

zcg Skªadowa pionowa ±rodka ci¦»ko±ci, [m]

zcg0 Skªadowa pionowa ±rodka ci¦»ko±ci w chwili startu rakiety, [m]

zcgk Skªadowa pionowa ±rodka ci¦»ko±ci po ko«cu pracy silnika gªównego, [m]

Z Skªadowa poªo»enia rakiety w kierunku "w dóª", [m]

ZB Skªadowa pionowa siªy dziaªaj¡cej na rakiet¦, [N]

ZTM Skªadowa pionowa wzgl¦dnego poªo»enia celu, [m]

α K¡t natarcia, [deg]

αT Caªkowity k¡t natarcia, [deg]

β K¡t ±lizgu, [deg]

γ Faza bª¦du kierunku odpalenia silnika korekcyjnego, [deg]

γt Warto±¢ progowa k¡ta fazy bª¦du γ, [deg]

Θ K¡t pochylenia, [deg]

Θg Warto±¢ progowa k¡ta pochylenia dla zadziaªania algorytmu sterowania,

[deg]

ΘT K¡t pochylenia siªy ci¡gu, [deg]

λij K¡t linii wizowania z pªaszczyzn¡ ij ukªadu nawigacyjnego, [deg]

λ Wektor mno»ników Lagrange'a

λ Wektor k¡tów linii wizowania z pªaszczyznami ukªadu nawigacyjnego, [rad]

ξa Wspóªczynnik tªumienia akcelerometru, [-]

ξg Wspóªczynnik tªumienia giroskopu, [-]

ρ G¦sto±¢ powietrza, [kg/m3]

σa Szum modelu akcelerometrów, [m/s2]

σg Szum modelu giroskopów, [rad/s]

τ Minimalny czas mi¦dzy uruchomieniami kolejnych silników korekcyjnych,

[s]
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τ Bezwymiarowy czas, [-]

τd Opó¹nienie zadziaªania spªonki silnika korekcyjnego, [s]

τsk Czas, po którym silnik korekcyjny wykorzysta poªow¦ swojej energii, [s]

ϕ Szeroko±¢ geogra�czna, [deg]

ϕski K¡t przechylenia, na którym znajduje si¦ i-ty silnik korekcyjny, [deg]

ϕski Kierunek odpalenia i-tego silnika korekcyjnego po dyskretyzacji, [deg]

ϕT Aerodynamiczny k¡t przechylenia, [deg]

ϕu Kierunek dziaªania ci¡gu silnika korekcyjnego, [deg]

ϕsk Wektor kierunków odpalenia silników korekcyjnych, [deg]

Φ K¡t przechylenia, [deg]

Φ Koszt ko«cowy

ΦT K¡t przechylenia siªy ci¡gu, [deg]

ψski K¡towe poªo»enie i-tego silnika korekcyjnego na obwodzie rakiety, [deg]

ψw Kierunek meteorologiczny wiatru, [deg]

Ψ K¡t odchylenia, [deg]

ωna Cz¦sto±¢ drga« wªasnych akcelerometru, [rad/s]

ωng Cz¦sto±¢ drga« wªasnych giroskopu, [rad/s]

ω Wektor pr¦dko±ci k¡towych, [deg/s]

ωmeas Wektor pr¦dko±ci k¡towych zwracanych przez model giroskopu, [rad/s]

Ω Macierz pr¦dko±ci k¡towych sªu»¡ca do propagacji kwaternionu, [deg/s]
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1 Wst¦p

We wspóªczesnych dziaªaniach wojennych wida¢ bardzo du»y udziaª wszelkiego

rodzaju rakiet, których celem jest zwalczanie stacjonarnych i ruchomych obiektów prze-

ciwnika na krótkich, ±rednich, czy bardzo du»ych dystansach. Rakiety mo»na generalnie

podzieli¢ na sterowane i niesterowane [1]. Do tej pierwszej kategorii najcz¦±ciej zalicza si¦

rakiety przeciwlotnicze (ziemia-powietrze) oraz walki powietrznej (powietrze-powietrze).

Rakiety ziemia-ziemia oraz powietrze-ziemia mog¡ generalnie nale»e¢ do obu kategorii.

Gªównym problemem rakiet niesterowanych typu ziemia-ziemia jest celno±¢. Losowo±¢ wa-

runków atmosferycznych w czasie lotu, a tak»e niedokªadno±ci wykonania ka»dego pocisku,

czy prowadnic startowych, powoduj¡, »e nawet przy dokªadnym celowaniu i ustawieniu

wyrzutni w odpowiednim kierunku odlegªo±¢ uderzenia rakiety od celu mo»e wynosi¢, w

zale»no±ci od jej zasi¦gu, nawet kilkaset metrów. Z tego wzgl¦du rakiety takie wysyªane

s¡ w salwach wynosz¡cych do ponad stu egzemplarzy. Taka ilo±¢ znacznie zwi¦ksza koszt

operacji wojskowej, a tak»e, ze wzgl¦du na du»y rozrzut miejsc upadku, mo»e powodo-

wa¢ bardzo du»o zniszcze« ubocznych. U»ycie rakiet sterowanych powoduje, »e mo»liwe

staje si¦ precyzyjne ra»enie celu, lub co najmniej wielokrotne zmniejszenie rozrzutu, co

znacz¡co zmniejsza ilo±¢ niezb¦dnych do wystrzelenia rakiet pozwalaj¡cych na speªnienie

celu misji. Odci¡»a to tak»e logistyk¦ zwi¡zan¡ z transportem rakiet do miejsca dzia-

ªa«, a tak»e powoduje zmniejszenie strat ubocznych w postaci zniszczonej infrastruktury

cywilnej czy strat w±ród ludno±ci. Wyposa»enie pocisku w ukªad nawigacji i sterowania

zwi¦ksza jednak koszty produkcji pojedynczego egzemplarza. Wa»ne jest wi¦c, aby móc

zaprojektowa¢ taki system w sposób niedrogi i maªo skomplikowany. W niniejszej pracy

gªówny nacisk poªo»ony zostaª na rakiety kierowane typu ziemia-ziemia wyposa»one w

gazodynamiczne moduªy steruj¡ce.

Systemy sterowania rakiet podzieli¢ mo»na na aerodynamiczne i gazodynamiczne

[2, 3]. Zmian¦ trajektorii rakiety przy sterowaniu aerodynamicznym uzyskuje si¦ poprzez

wychylenia ró»nego rodzaju powierzchni no±nych, które mog¡ znajdowa¢ si¦ w przedniej,

tylnej lub ±rodkowej cz¦±ci kadªuba. Zalet¡ takich systemów jest mo»liwo±¢ zmiany za-

równo kierunku jak i warto±ci generowanej siªy, co pozwala na dokªadne odwzorowanie

zadanych przez ukªad naprowadzania przyspiesze« i precyzyjne ra»enie celu, co czyni je

popularnie stosowanym rozwi¡zaniem. Istotn¡ ich wad¡ jest natomiast ograniczone pasmo

przenoszenia co przekªada si¦ na trudno±ci w realizacji szybkich i precyzyjnych manew-

rów, szczególnie w ko«cowej fazie lotu. Ukªady te charakteryzuje równie» zale»no±¢ od

pr¦dko±ci i wysoko±ci lotu rakiety. Aby dysponowa¢ odpowiedni¡ efektywno±ci¡ sterów

rakieta musi porusza¢ si¦ w atmosferze i z do±¢ du»¡ pr¦dko±ci¡. Wymagane s¡ tak»e

ukªady wykonawcze sterowania odpowiedniej mocy, aby mogªy si¦ one przeciwstawi¢ mo-

mentom zawiasowym na osiach sterów, a tak»e odpowiednie dla nich ¹ródªa zasilania.

Wszystkie te elementy wpªywaj¡ oczywi±cie na zwi¦kszenie kosztu, masy oraz skompli-
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kowania caªego ukªadu. Sterowanie gazodynamiczne mo»na podzieli¢ na wektorowanie

ci¡gu oraz silniki korekcyjne. Pierwszy typ wymaga dziaªaj¡cego silnika gªównego, który

w przypadku niektórych rakiet mo»e pracowa¢ tylko przez kilka pierwszych sekund lotu.

Wymaga to tak»e skomplikowanych ukªadów wykonawczych, które musz¡ powodowa¢ od-

chylenie strug gazów wylotowych od osi rakiety. Drugi typ stanowi¡ ukªady skªadaj¡ce si¦

z silników korekcyjnych, najcz¦±ciej wykorzystuj¡cych staªy materiaª p¦dny. Ukªady takie

nie podlegaj¡ ograniczeniom typowym dla sterów aerodynamicznych. Mog¡ one dziaªa¢

w szerokim zakresie pr¦dko±ci lotu, zapewniaj¡c wi¦ksz¡ swobod¦ manewrowania, szcze-

gólnie w zakresie bardzo maªych pr¦dko±ci, gdzie sterowanie aerodynamiczne nie mo»e

by¢ wykorzystywane. Mo»liwo±¢ uzyskania natychmiastowych impulsów steruj¡cych zna-

cz¡co poprawia zdolno±¢ korygowania trajektorii rakiety w krótkim czasie. Ich zalet¡ jest

tak»e prostota wykonania oraz mo»liwo±¢ dziaªania poza atmosfer¡. Ukªady takie gªównie

wykorzystywane s¡ do zmiany orientacji rakiety zaraz po wyj±ciu z wyrzutni lub stero-

wania trajektori¡ rakiety w górnych partiach atmosfery, gdzie powierzchnie no±ne trac¡

efektywno±¢. Gªówn¡ wad¡ tych ukªadów, w zastosowaniu do rakiet typu ziemia-ziemia,

jest natomiast mo»liwo±¢ kontrolowania tylko czasu i kierunku dziaªania poszczególnych

silników, bez mo»liwo±ci wpªywu na warto±¢ generowanej siªy. Powoduje to trudno±¢ w

odpracowaniu przyspiesze« zadanych przez ukªad naprowadzania i tym samym problem

celno±ci tra�enia. Istnieje wi¦c potrzeba opracowania algorytmu sterowania takim ukªa-

dem, zwi¦kszaj¡cego celno±¢, aby wykorzysta¢ jego zalety wzgl¦dem ukªadów aerodyna-

micznych.

Na Politechnice Warszawskiej (PW) od wielu lat rozwijane s¡ technologie rakie-

towe. Projektowane s¡ zarówno konstrukcje mechaniczne, ukªady sterowania, a tak»e two-

rzone s¡ dokªadne modele matematyczne wraz z systemami naprowadzania i sterowania.

Zespóª Politechniki Warszawskiej dysponuje równie» du»ym do±wiadczeniem planowania

i przeprowadzania testów lotnych, a tak»e agregacji i dokªadnej analizy wyników strzela«.

W ostatnich latach, w ramach projektu badawczego �nansowanego przez Narodowe Cen-

trum Bada« i Rozwoju, projektowany byª gazodynamiczny ukªad sterowania dla rakiety

kalibru 122 mm wraz z algorytmami nawigacji i sterowania, który mógªby by¢ zastosowany

na dotychczas niesterowanych pociskach tego kalibru, które nale»¡ do wyposa»enia Wojska

Polskiego. Aby wpasowa¢ si¦ w rozwój kompetencji PW w zakresie technologii rakietowych

z naciskiem na gazodynamiczne ukªady sterowania, za cel niniejszej pracy postawiono

opracowanie algorytmu sterowania pociskiem rakietowym typu ziemia-ziemia wyposa»o-

nym w gazodynamiczny moduª steruj¡cy skªadaj¡cy si¦ z zestawu rakietowych silników

korekcyjnych na staªy materiaª p¦dny. Algorytm ten miaªby za zadanie minimalizacj¦

bª¦du tra�enia w cel naziemny o znanych wspóªrz¦dnych geogra�cznych, a tak»e minima-

lizacj¦ zu»ycia energii w ukªadzie sterowania, co przekªada si¦ na ilo±¢ u»ytych silników

korekcyjnych. Efektywno±¢ wykorzystania ukªadu wpªywa na mas¦ rakiety. Zmniejszenie

ilo±ci niezb¦dnych silników, zachowuj¡c dokªadno±¢ tra�enia, pozwoli¢ mo»e na zwi¦k-
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szenie zasi¦gu rakiety lub zwi¦kszenie masy gªowicy bojowej. Ze wzgl¦du na impulsowy

charakter ukªadu sterowania nie liczyªo si¦ bezpo±rednie tra�enie w cel, lecz zmniejszenie

rozrzutu miejsc upadku w stosunku do rakiet niesterowanych oraz sterowanych z u»yciem

klasycznych algorytmów steruj¡cych, takich jak nawigacja proporcjonalna lub pod¡»anie

za trajektori¡ referencyjn¡. Opracowany algorytm wykorzystuje metody optymalizacji,

aby wyznaczy¢ czasy i kierunki odpalenia poszczególnych silników korekcyjnych realizu-

j¡c cel minimalizacji. Aby mo»liwe byªo zastosowanie metod optymalizacji dedykowanych

do ukªadów ci¡gªych, w celu znalezienia rozwi¡zania dla impulsowego ukªadu sterowa-

nia, niezb¦dne byªo podzielenie jej na dwie cz¦±ci. Najpierw ukªad impulsowy zamieniono

na ukªad ci¡gªy otrzymuj¡c ci¡gª¡ funkcj¦ steruj¡c¡, która podlegaªa optymalizacji, a

nast¦pnie jej wynik dyskretyzowano, w celu uzyskania kierunków i czasów odpale« po-

szczególnych silników korekcyjnych. Maj¡c dany model matematyczny rakiety uzyskuje

si¦ w ten sposób sterowanie w p¦tli otwartej. Przeprowadzaj¡c takie obliczenia dla wielu

warunków pocz¡tkowych otrzymuje si¦ baz¦ danych skªadaj¡c¡ si¦ z wynikowych od-

pale« silników oraz odpowiadaj¡cych im trajektorii referencyjnych. Aby zamkn¡¢ p¦tle

sprz¦»enia zwrotnego w docelowym algorytmie sterowania, na podstawie aktualnego stanu

rakiety, wyszukuje si¦ w bazie danych rozwi¡zania najlepiej odpowiadaj¡ce obecnym wa-

runkom lotu. Aby zwi¦kszy¢ dokªadno±¢ tra�enia w ko«cowej fazie lotu wykorzystuje si¦

dodatkowo jedn¡ z klasycznych metod sterowania, która kosztem nieznacznego zwi¦ksze-

nia zu»ytej energii, zmniejszy bª¡d tra�enia wynikaj¡cy z ró»nic mi¦dzy u»yt¡ trajektori¡

referencyjn¡ z bazy danych, a faktyczn¡ trajektori¡ lotu rakiety.

Struktura pracy zostaªa podzielona na nast¦puj¡ce cz¦±ci. Rozdziaª 2 przedstawia

przegl¡d literatury skupiaj¡cy si¦ na metodach optymalizacji i sterowania optymalnego,

a tak»e dotychczasowych podej±ciach do naprowadzania rakiet ziemia-ziemia na cele sta-

cjonarne, szczególnie wykorzystuj¡cych gazodynamiczne ukªady sterowania. Rozdziaª 3

wyja±nia problem badawczy b¦d¡cy celem pracy oraz przedstawia metodyk¦ podej±cia do

jego rozwi¡zania. Model matematyczny i symulacyjny rakiety opisane zostaªy w rozdziale

4, a ich wery�kacja i walidacja bazuj¡ca na danych rzeczywistej rakiety oraz wynikach

jej testów lotnych przedstawiona zostaªa w rozdziale 5. Rozdziaª 6 po±wi¦cony zostaª

metodom optymalizacji. Opisze on wykorzystane oprogramowanie oraz sformuªuje pro-

blem optymalizacyjny i metody jego rozwi¡zania. W rozdziale 7 przedstawione zostanie

podej±cie do transformacji wyników optymalizacji na czasy i kierunki odpale« silników

korekcyjnych. Docelowy algorytm sterowania, wraz z metodyk¡ generacji bazy danych,

zostaª opisany w rozdziale 8, gdzie przedstawione zostaªy równie» wyniki jego dziaªania.

Na ko«cu pracy znajduje si¦ podsumowanie przeprowadzonych bada« wraz z wnioskami

i planami na przyszªo±¢.
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2 Przegl¡d dotychczasowych rozwi¡za«

Gazodynamiczne ukªady steruj¡ce wykorzystuj¡ce silniki korekcyjne na staªy mate-

riaª p¦dny s¡ cz¦sto wykorzystywane w ko«cowej fazie lotu rakiet ze wzgl¦du na ich szybk¡

odpowied¹, co powoduje zwi¦kszenie niezb¦dnej w tej fazie lotu manewrowo±ci. Systemy

takie podzieli¢ mo»na na te wykorzystuj¡ce jednorazowego u»ytku silniczki rakietowe oraz

zestawy wielu dysz umo»liwiaj¡cych sterowanie w sposób ci¡gªy. Ukªady takie s¡ cz¦sto

wykorzystywane w rakietach przeciwlotniczych. Rakiety PAC-3 ameryka«skiego systemu

Patriot wykorzystuj¡ 180 silników rakietowych do podsterowania w ko«cowej fazie lotu.

Silniczki takie pracuj¡c przez setne cz¦±ci sekundy s¡ w stanie wytworzy¢ du»y ci¡g po-

zwalaj¡cy na szybk¡ korekt¦ trajektorii lotu rakiety. Dzi¦ki temu rakiety te s¡ w stanie

niszczy¢ cele powietrzne bezpo±rednim tra�eniem. Podobny ukªad znajduje si¦ tak»e w

rakietach SM-3 oraz ukrai«skich rakietach systemu Wilcha. Ukªad ci¡gªy wykorzystuj¡cy

8 dysz znajduje si¦ w rakietach ameryka«skiego systemu THAAD. Ukªad taki jest bar-

dziej precyzyjny, gdy» pozwala tak»e na sterowanie warto±ci¡ generowanej siªy, lecz jest

du»o dro»szy i bardziej skomplikowany. Ukªady gazodynamiczne wykorzystuje si¦ tak»e

w rakietach przeciwpancernych oraz mo¹dzierzowych. Przykªadem takich konstrukcji s¡

szwedzki pocisk Strix, wykorzystuj¡cy 12 silników korekcyjnych umieszczonych w pobli»u

±rodka ci¦»ko±ci, oraz ameryka«skie pociski zestawu Dragon, wyposa»one w 60 silników

korekcyjnych. Innym zastosowaniem gazodynamicznych ukªadów steruj¡cych nieanalizo-

wanym w tej pracy jest obrót rakiety zaraz po wyj±ciu z wyrzutni, zwany procedur¡

pionowego zimnego lub mi¦kkiego startu. Polega ona na wypchni¦ciu rakiety z wyrzutni,

a nast¦pnie wykorzystaniu silników korekcyjnych do zmiany jej orientacji, przed urucho-

mieniem silnika gªównego, co ze wzgl¦du na maª¡ pr¦dko±¢ pocisku uniemo»liwia u»ycia

powierzchni aerodynamicznych. Procedur¦ tak¡ wykorzystuj¡ brytyjskie rakiety z rodziny

CAMM, oraz korea«skie rakiety Cheolmae-2.

Wyposa»enie w ukªad zawieraj¡cy silniki korekcyjne na staªy materiaª p¦dny rakiet

typu ziemia-ziemia 122 mm oraz w nisko-kosztowe ukªady i czujniki nawigacyjne, mo»e

pozwoli¢ na znacz¡c¡ redukcj¦ dyspersji miejsc upadku. Opracowanie prostego autopilota

opartego o tanie czujniki typu MEMS opisano w [4]. Model sterowania gazodynamicznego

w zastosowaniu do bomb lotniczych przedstawiono w [5, 6]. Istotnym aspektem jest tak»e

zbadanie wpªywu dziaªania takiego ukªadu na charakterystyki aerodynamiczne rakiety.

Badanie efektów odpale« silników korekcyjnych na opªyw rakiety przedstawiono w [7, 8].

Do klasycznych metod sterowania rakietami wyposa»onymi w gazodynamiczne ukªady

steruj¡ce oparte o silniki korekcyjne nale»¡ nawigacja proporcjonalna [9] oraz pod¡»anie

za trajektori¡ referencyjn¡ [10, 11, 12]. Powstaªy tak»e prace wykorzystuj¡ce gªowice wi-

zyjne pozwalaj¡ce na wypracowanie komend korektuj¡cych trajektori¦ [13]. Autorzy [14]

opracowali natomiast prac¦, gdzie porównano w drodze symulacji ró»ne metody naprowa-

dzania. Kombinacj¦ predykcji punktu upadku z pod¡»aniem za trajektori¡ referencyjn¡
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mo»na znale¹¢ w [15, 16], a z wariantami nawigacji proporcjonalnej w [17]. Wykorzystanie

algorytmu genetycznego oraz kontrolera rozmytego opisano w [18]. Kolejn¡ klas¡ metod

s¡ algorytmy wykorzystuj¡ce optymalizacj¦ oraz teori¦ sterowania optymalnego.

Problem sterowania optymalnego polega na znalezieniu takich sterowa« u(t) za-

le»nych od czasu, które pozwol¡ ukªadowi dynamicznemu opisanemu zestawem równa«

ró»niczkowych pierwszego rz¦du zminimalizowa¢ pewien wska¹nik jako±ci, speªniaj¡c jed-

nocze±nie pewne ograniczenia narzucone na stan ukªadu lub sterowanie. Opis ró»nych pro-

blemów sterowania optymalnego w lotnictwie i kosmonautyce przedstawiª autor [19]. Ist-

nieje wiele metod pozwalaj¡cych na rozwi¡zanie tego problemu [20, 21, 22]. Do gªównych

kategorii mo»na zaliczy¢ metody po±rednie, bezpo±rednie, programowanie dynamiczne,

uczenie ze wzmocnieniem oraz sterowanie predykcyjne.

W metodzie po±redniej warunki konieczne optymalno±ci wyprowadzane s¡ z zasad

rachunku wariacyjnego lub Zasady Maksimum Pontryagina (ZMP) [23]. Prowadz¡ one do

ukªadu równa« ró»niczkowych na zmienne stanu, z warunkiem pocz¡tkowym, i na zmienne

sprz¦»one, z warunkiem ko«cowym, które tworz¡ tak zwane zagadnienie dwubrzegowe. Do

typowych metod po±rednich zaliczy¢ mo»na metod¦ strzaªu (ang. shooting) lub metod¦

gradientów zredukowanych (ang. reduced gradients). Wykorzystanie ZMP i nieci¡gªej me-

tody Galerkina do rozwi¡zania problemu optymalnego przedstawiono natomiast w [24].

Metoda bezpo±rednia polega na dyskretyzacji caªego problemu, lub tylko sterowa«, prze-

ksztaªcaj¡c go w problem programowania nieliniowego, czy nieliniowej optymalizacji. Do

klasycznych metod bezpo±rednich zaliczy¢ mo»na na przykªad kolokacj¦.

Metoda strzaªu opiera si¦ na bezpo±rednim rozwi¡zywaniu warunków koniecznych

optymalno±ci, wynikaj¡cych z ZMP. Caªy problem sterowania zamieniany jest w zagad-

nienie pocz¡tkowe z warunkami brzegowymi. Zgaduje si¦ na starcie warto±ci pocz¡tkowe

zmiennych sprz¦»onych, dokonuj¡c "strzaªu", a nast¦pnie oba równania caªkuje si¦ w

przód. Warunki brzegowe oraz tak zwane warunki transwersalno±ci tworz¡ pewn¡ funkcj¦

nieliniow¡, zale»n¡ od rozwi¡zania problemu pocz¡tkowego, której miejsce zerowe jest roz-

wi¡zaniem postawionego zagadnienia. Warto±ci sterowania otrzymuje si¦ speªniaj¡c ZMP

poprzez maksymalizacj¦ Hamiltonianu. Mo»na wyró»ni¢ metod¦ pojedynczego strzaªu

(ang. single shooting) [25, 26, 27], gdzie caªkowanie odbywa si¦ po caªym przedziale czasu

oraz wielokrotnego strzaªu (ang. multiple shooting) [28, 29, 30], gdzie przedziaª czasu dzie-

lony jest na podprzedziaªy, w ka»dym z nich rozwi¡zywane s¡ zagadnienia pocz¡tkowe,

a warto±ci zmiennych na kra«cach przedziaªów dodawane s¡ do warunków brzegowych.

Metoda ta jest bardzo dokªadna je±li dysponuje si¦ zbli»onymi do rozwi¡zania warunkami

pocz¡tkowymi, jest ona jednak do±¢ skomplikowana w implementacji oraz kosztowna obli-

czeniowo, gdy» wymaga u»ycia dokªadnych algorytmów caªkuj¡cych [31] i rozwi¡zuj¡cych

du»e ukªady równa« liniowych. Mo»e by¢ ona realizowana zarówno w wariancie po±red-

nim i bezpo±rednim [32, 33]. W bezpo±redniej metodzie strzaªu (ang. direct shooting)

tylko sterowania podlegaj¡ parametryzacji i dyskretyzacji, a równanie stanu jest caªko-
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wane numerycznie [34]. Porównanie bezpo±redniej kolokacji i metody strzaªu do generacji

trajektorii optymalnych opisano w [35]. Wykorzystanie metody wielokrotnego strzaªu do

rozwi¡zania problemu opisanego przez ukªad równa« ró»niczkowo-algebraicznych poka-

zano w [36, 37, 38]. Wykorzystanie nieliniowego programowania sprz¦»onego z metod¡

wielokrotnego strzaªu przedstawia [39].

W metodzie gradientów zredukowanych eliminuje si¦ zmienne stanu z parametrów

optymalizacyjnych, jako w caªo±ci zale»ne od rozwi¡zania ró»niczkowego równania stanu

oraz sterowania. Optymalizacja przebiega tylko po parametrach sterowania, w mniejszej

przestrzeni, z czego wynika nazwa zredukowane. Caªkuj¡c równania stanu przy danym

sterowaniu otrzymuje si¦ trajektori¦, a nast¦pnie optymalizuje si¦ sterowania aby zmi-

nimalizowa¢ zadany wska¹nik jako±ci. Gradient funkcji celu wyznaczany jest z u»yciem

zmiennych sprz¦»onych.

Jednym z podej±¢ metody bezpo±redniej jest zastosowanie metod kolokacji, które

pozwalaj¡ przeksztaªci¢ niesko«czenie wymiarowy (ci¡gªy w czasie) problem sterowania na

sko«czony problem optymalizacji nieliniowej. Trajektorie wektora stanu i sterowania przy-

bli»ane s¡ wielomianami, w taki sposób aby wymusi¢ speªnienie równa« dynamicznych w

pewnych punktach zwanych punktami kolokacji. W ten sposób sprowadza si¦ to zagadnie-

nie do du»ego ukªadu równa« algebraicznych stanowi¡cych wi¦zy w problemie optymaliza-

cyjnym. Funkcj¦ kosztu przybli»a si¦ odpowiedni¡ kwadratur¡, a caªy problem rozwi¡zuje

si¦ z u»yciem optymalizatora. Metody kolokacji mo»na podzieli¢ na lokalne i globalne [40].

W metodzie lokalnej czas dzielony jest na wiele maªych przedziaªów, gdzie w ka»dym z

nich przybli»a si¦ lokalnie wektor stanu i sterowa« wielomianami zwykle niskiego stopnia,

a tak»e wymusza si¦ ci¡gªo±¢ problemu na granicach tych przedziaªów. Charakteryzuje

si¦ ona prost¡ implementacj¡, lecz wymaga wielu punktów kolokacji w celu osi¡gni¦cia

dobrej dokªadno±ci rozwi¡zania. W metodzie globalnej, zwanej te» pseudospektraln¡, czas

traktowany jest jako jeden du»y przedziaª, a wektory stanu i sterowania aproksymowane

s¡ przez wielomiany ortogonalne wysokiego stopnia, interpolowane w specjalnie wybra-

nych w¦zªach. Pozwala ona na osi¡gni¦cie bardzo du»ej dokªadno±ci przy mniejszej liczbie

punktów kolokacji. Zasadnicz¡ ró»nic¡ pomi¦dzy ró»nymi metodami pseudospektralnymi

jest wybór tych punktów. Opracowanie trajektorii optymalnej z wykorzystaniem kwadra-

tury Gaussa oraz punktów Legendre-Gauss-Lobatto przedstawiono w [41, 42, 43, 44, 45].

Ta sama metoda uzupeªniona o liniow¡ teori¦ pocisku przedstawiona zostaªa w [46]. Po-

dobny proces z wykorzystaniem punktów Legendre-Gaussa pokazano w [47]. Rozwi¡zanie

nieliniowego problemu z wi¦zami wykorzystuj¡c metod¦ pseudospektraln¡ Chebysheva

przedstawiono w [48, 49, 50, 51], metod¦ Legendre, z punktami Legendre-Gauss-Lobatto,

w [52, 53], a metod¦ Jacobiego w [54]. Wykorzystanie punktów Legendre-Gauss-Radau

do problemu z niesko«czonym horyzontem czasowym opracowano w [55, 56]. Porównanie

dwóch wariantów metody strzaªu i kolokacji pokazano w [57].

Innym podej±ciem do problemów optymalnego sterowania jest programowanie dy-
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namiczne, oparte na zasadzie optymalno±ci Bellmana, która mówi, »e ka»da cz¦±¢ trajek-

torii optymalnej od pewnego stanu po±redniego do stanu ko«cowego jest tak»e optymalna.

Na podstawie tej zasady mo»na zde�niowa¢ funkcj¦ warto±ci V (x, t), która opisuje mini-

malny koszt mo»liwy do uzyskania z danego stanu x w chwili t, a» do ko«ca horyzontu

sterowania. Funkcja warto±ci speªnia nieliniowe równanie cz¡stkowe znane jako równanie

Hamiltona�Jacobiego�Bellmana (HJB) z narzuconym warunkiem ko«cowym. Rozwi¡zu-

j¡c to równanie, analitycznie lub numerycznie, mo»na otrzyma¢ funkcj¦ V (x, t), z której

mo»na bezpo±rednio wyznaczy¢ optymalne sterowanie jako funkcj¦ stanu. Metoda ta po-

zwala osi¡gn¡¢ teoretycznie najbardziej dokªadne rozwi¡zanie, jednak jej gªówn¡ wad¡ jest

tak zwana kl¡twa wymiarowo±ci, co uniemo»liwia jej zastosowanie do problemów o wy-

miarach wi¦kszych ni» 3-4. Wykorzystanie programowania dynamicznego do rozwi¡zania

problemu optymalnego przechwytywania na potrzeby obrony przeciwlotniczej pokazano

w [58, 59, 60]. Autorzy [61, 62] przedstawili wykorzystanie adaptacyjnego programowania

dynamicznego do przechwycenia przez rakiet¦ celu manewruj¡cego. Poª¡czenie podej±cia

HJB i metody strzaªu pokazano w [63]. Wykorzystanie równania HJB przy rozwi¡zywaniu

problemów optymalnych inwestycji przedstawiono w [64, 65], a do wyznaczenia optymal-

nej trajektorii dla rakiety orbitalnej w [66].

Kolejn¡ z metod zyskuj¡cych coraz wi¦ksze zainteresowanie jest uczenie maszy-

nowe, wykorzystuj¡ce sieci neuronowe, czy uczenie ze wzmocnieniem. Metody te pozwa-

laj¡ przybli»a¢ rozwi¡zania problemów sterowania poprzez wypracowywanie odpowied-

nich polityk sterowania, bazuj¡c na uczeniu si¦ modelu wykorzystuj¡c akcj¦ i nagrod¦.

Wykorzystanie gª¦bokiego uczenia ze wzmocnieniem oraz gª¦bokich sieci neuronowych

do identy�kacji modelu aerodynamicznego rakiety oraz do opracowanie kontrolera w ka-

nale pochylania przedstawiono w [67]. Naprowadzanie rakiety na cel z u»yciem uczenia

ze wzmocnieniem pokazano w [68, 69, 70], a scenariusz odwrotny ze zwodzeniem rakiety

przechwytuj¡cej w [71]. Algorytm ewolucyjny wraz z uczeniem maszynowym wykorzy-

stano w [72] do optymalizacji trajektorii rakiety na staªy materiaª p¦dny. Porównanie

metody nawigacji proporcjonalnej i uczenia ze wzmocnieniem do naprowadzania rakiety

przedstawiono w [73].

Wyró»nia si¦ tak»e, metody oparte na sterowaniu predykcyjnym (ang. Model Pre-

dictive Control, MPC). Charakteryzuj¡ si¦ one tym, »e nie rozwi¡zuj¡ caªego problemu

na raz, tylko w sposób krocz¡cy optymalizuj¡c sterowanie na krótkim horyzoncie i prze-

suwaj¡c go w czasie. Pozwala to, na implementacj¦ kontrolera w czasie rzeczywistym, lecz

wymaga zazwyczaj uproszczonego, liniowego modelu obiektu. Wykorzystanie tej metody

z u»yciem zmody�kowanej liniowej teorii pocisku przedstawia [74]. Dwie strategie predyk-

cyjne poª¡czone z liniow¡ teori¡ pocisku opisano w [75]. Wykorzystanie metody MPC dla

rakiet wyposa»onych w silniki korekcyjne przedstawiono w [76, 77].

Istniej¡ tak»e inne metody oparte o optymalizacj¦. Wykorzystanie programowa-

nia caªkowitoliczbowego (ang. Mixed-Integer Linear Programming) pozwalaj¡cego opra-
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cowa¢ logik¦ steruj¡c¡ przedstawione zostaªo w [78]. Wykorzystanie uogólnionej, jawnej

metody naprowadzania wektorowego (ang. Generalized Vector Explicit Guidance) GE-

NEX do sterowania rakiet¡ przedstawiono w [79]. Wykorzystanie metod optymalizacji

do kontroli k¡ta uderzenia w cel dla rakiety pokazano w [80]. Wykorzystanie rozwini¦cia

funkcyjnego Fliessa do opracowania logiki steruj¡cej rakiety korzystaj¡cej z silników ko-

rekcyjnych opisano w [81]. Metoda optymalizacji zarówno czasu jak i k¡ta uruchomienia

silników korekcyjnych zostaªa przedstawiona w [82]

W wielu przypadkach rozwi¡zywanie problemów sterowania optymalnego sprowa-

dza si¦ do rozwi¡zania nieliniowego problemu optymalizacji (NLP) z ograniczeniami. Do

najbardziej znanych metod rozwi¡zywania takich problemów nale»¡ sekwencyjne pro-

gramowanie kwadratowe (ang. Sequential Quadratic Programming (SQP)) [83, 84] oraz

metoda punktu wewn¦trznego (ang. Interior-Point (IP)) [85, 86], które wspierane s¡ przez

strategie doboru wielko±ci kroku optymalizacji takie jak liniowe poszukiwanie (ang. line

search) [87, 88], region zaufania (ang. trust region) [89, 90] czy metoda �ltra [91, 92].

Metoda SQP polega na kolejnych aproksymacjach problemu NLP za pomoc¡ problemów

programowania kwadratowego (QP), gdzie funkcja celu przybli»ana jest macierzowym

równaniem kwadratowym, a ograniczenia s¡ linearyzowane [93]. Wykorzystanie tej me-

tody do rozwi¡zania problemu sterowania optymalnego pokazano w [94], a zastosowaniu

do sterowania rakiet w [95, 96]. W metodzie punktu wewn¦trznego przeksztaªca si¦ pro-

blem z ograniczeniami nierówno±ciowymi poprzez wprowadzenie tak zwanej funkcji bariery

do funkcji celu. Rozwi¡zuje si¦ nast¦pnie serie podproblemów, prowadz¡cych do rozwi¡-

zania pierwotnego NLP. Wykorzystanie metody IP w zastosowaniu do sterowania rakiet

przedstawiono w [97, 98]

W porównaniu do metod ogólnie stosowanych do wyznaczania optymalnego ste-

rowania dla takiej klasy rakiety, prezentowana w niniejszej pracy metoda nie wymaga

uproszcze« modelu symulacyjnego, poza ukªadem sterowania. Mo»liwe jest wykorzystanie

dowolnie skomplikowanego, nieliniowego modelu rakiety i ±rodowiska, co pozwala uzyski-

wa¢ bardzo dokªadne rozwi¡zania. Opracowana metoda bazuje na metodzie gradientów

zredukowanych, wykorzystuj¡c ZMP i zmienne sprz¦»one, a wynikowy problem optyma-

lizacyjny rozwi¡zywany jest metod¡ punktu wewn¦trznego wraz ze strategi¡ doboru dªu-

go±ci kroku wykorzystuj¡c¡ metod¦ �ltra. W odró»nieniu od kolokacji nie wymaga ona

aproksymacji zmiennych wielomianami, a w przeciwie«stwie do metody strzaªu nie wy-

maga dokªadnej znajomo±ci warunków pocz¡tkowych. Nie mo»e by¢ ona zastosowana

"online", jak kontrolery MPC, ale opracowana strategia interpolacji rozwi¡za« umo»liwia

opracowanie algorytmu sterowania pracuj¡cego w czasie lotu.
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3 Problem badawczy

Celem niniejszej pracy jest opracowanie i implementacja metody sterowania poci-

skiem rakietowym typu ziemia-ziemia, wyposa»onym w gazodynamiczny moduª steruj¡cy,

która pozwoli na zmniejszenie rozrzutu miejsc upadku i jednocze±nie zapewni efektywne

wykorzystanie dost¦pnej w ukªadzie sterowania energii. B¦d¡ce obecnie na wyposa»e-

niu Siª Zbrojnych RP produkowane w Polsce niekierowane pociski rakietowe kalibru 122

milimetry M-21 FHD "FENIKS"(Rysunek 3.1) charakteryzuj¡ si¦ rozrzutem przekracza-

j¡cym 800 metrów, mierzonym jako promie« okr¦gu zawieraj¡cego 50% miejsc upadku.

Jak zaznaczono we wst¦pie warto±¢ ta wynika nie tylko z braku sterowania, lecz równie» z

niedokªadno±ci wykonania elementów ka»dej z rakiet, drga« wyrzutni podczas startu oraz

losowo±ci warunków atmosferycznych. Powoduje to bardzo du»y wzrost zniszcze« pobocz-

nych oraz koniecznych wystrzelenia wielu rakiet, aby zrealizowa¢ cel dziaªa« militarnych.

Rysunek 3.1: Pocisk rakietowy kalibru 122 mm M-21 FHD FENIKS

Aby ograniczy¢ warto±¢ rozrzutu lub nawet zbli»y¢ si¦ do mo»liwo±ci precyzyjnego

ra»enia stacjonarnych obiektów naziemnych, niezb¦dne jest wyposa»enie rakiety w ukªady

nawigacji, naprowadzania i sterowania. Korzystaj¡c z zalet ukªadów gazodynamicznych

wzgl¦dem aerodynamicznych opisanych we wst¦pie oraz wykorzystuj¡c wiedz¦ i do±wiad-

czenie w zakresie takich ukªadów obecne na Politechnice Warszawskiej, zdecydowano si¦

na opracowanie algorytmu steruj¡cego, wykorzystuj¡cego silniki korekcyjne na staªy ma-

teriaª p¦dny, który umo»liwi speªnienie celu jakim jest zmniejszenie rozrzutu rakiety, a

jednocze±nie zapewni efektywne wykorzystanie dost¦pnej w ukªadzie energii, które to po-

zwoli na oszacowanie niezb¦dnej ilo±ci silników korekcyjnych w jakie nale»y wyposa»y¢

rakiet¦, aby osi¡gn¡¢ rozrzut o okre±lonej warto±ci.

Aby móc opracowa¢ taki algorytm niezb¦dne jest posiadanie dokªadnego modelu

matematycznego docelowej rakiety, wª¡czaj¡c w to informacje o efektywno±ci moduªu ga-

zodynamicznego, a tak»e posiadanie danych uzyskanych w trakcie testów lotnych pozwa-

laj¡cych na wery�kacj¦ i walidacj¦ modelu. Ze wzgl¦du na to, »e informacj¦ takie opisuj¡ce
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rakiet¦ FENIKS nie s¡ dost¦pne, na cele bada« wykorzystano opracowan¡ na Politechnice

Warszawskiej Rakietow¡ Platform¦ Testow¡ (RPT) ORION (Rysunek 3.2), która posiada

gazodynamiczny moduª steruj¡cy z 32 silnikami korekcyjnymi na staªy materiaª p¦dny.

Rysunek 3.2: Rakietowa Platforma Testowa kalibru 122 mm ORION

Jest to rakieta kalibru 122 mm opracowana w celu rozwoju i testowania gazody-

namicznych ukªadów steruj¡cych o zasi¦gu pozwalaj¡cym na przeprowadzanie prób lot-

nych na dost¦pnych w kraju poligonach. Jest ona krótsza ni» rakieta Feniks o okoªo 700

mm, a tak»e porusza si¦ z mniejszymi pr¦dko±ciami. Startuj¡c z wyrzutni prowadnicowej

rozp¦dza si¦ do okoªo 500 m/s, by po osi¡gni¦ciu apogeum korzystaj¡c z moduªu gazo-

dynamicznego naprowadza¢ si¦ na cel naziemny o znanych wspóªrz¦dnych. Moduª ten

(Rysunek 3.3) skªada si¦ z 32 silników korekcyjnych na staªy materiaª p¦dny, które s¡

rozªo»one na obwodzie rakiety w 4 równolegªych pªaszczyznach po 8 w ka»dej. Ka»dy z

silników mo»e by¢ uruchamiany impulsowo, co pozwala na generowanie krótkotrwaªych

siª bocznych koryguj¡cych trajektori¦ lotu rakiety. Sterowanie w fazie ko«cowej ma za

zadanie precyzyjne naprowadzenie pocisku na cel. Celem dziaªania takiego ukªadu jest

redukcja rozrzutu i zwi¦kszenie dokªadno±ci tra�enia.

Rysunek 3.3: Gazodynamiczny moduª steruj¡cy rakiety RPT ORION
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Gªównym celem dziaªania algorytmu sterowania jest wybór kierunku oraz czasu

odpalenia ka»dego silnika korekcyjnego, w taki sposób aby zminimalizowa¢ bª¡d tra�enia

w cel naziemny oraz »eby wykorzysta¢ w tym celu jak najmniejsz¡ ilo±¢ silników. Minima-

lizacja obu tych warunków wymagaªa przedstawienia tego zagadnienia w postaci problemu

optymalizacyjnego. Speªnienie drugiego z warunków, czyli minimalizacj¦ zu»ycia energii w

ukªadzie sterowania, uniemo»liwiaªo bezpo±redniego zadania jako zmiennych optymaliza-

cyjnych czasów i kierunków odpale« silników korekcyjnych, gdy» na starcie nie jest znana

ich niezb¦dna ilo±¢. Z tego wzgl¦du zastosowano specjaln¡, procedur¦ optymalizacji, któ-

rej wynikiem byªaby tak»e minimalna ilo±¢ silników korekcyjnych zapewniaj¡ca tra�enie

rakiety w cel z wymagan¡ dokªadno±ci¡. Procedura ta skªadaªa si¦ z kilku cz¦±ci, których

dokªadny opis znajduje si¦ w dalszej cz¦±ci pracy. Metodyk¦ rozwi¡zania problemu ba-

dawczego mo»na podzieli¢ na nast¦puj¡ce elementy, przedstawione równie» schematycznie

na Rysunku 3.4:

Rysunek 3.4: Metodyka rozwi¡zania problemu badawczego

1. Opracowanie modelu matematycznego i symulacyjnego rakiety sterowanej wyposa-

»onej w zestaw silników korekcyjnych na staªy materiaª p¦dny,

2. Wery�kacja i walidacja modelu wykorzystuj¡c dane rzeczywistej konstrukcji oraz
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wyników jej testów lotnych,

3. Przygotowanie modelu matematycznego do oblicze« optymalizacyjnych stosuj¡c nie-

zb¦dne uproszczenia,

4. Zamiana dyskretnych impulsów odpale« silników korekcyjnych na ci¡gªy sygnaª ste-

ruj¡cy,

5. Optymalizacja sygnaªu ci¡gªego w celu minimalizacji bª¦du tra�enia oraz zu»ycia

energii w ukªadzie sterowania,

6. Zamiana optymalnego, ci¡gªego sygnaªu steruj¡cego na dyskretne impulsy odpale«

silników korekcyjnych,

7. Optymalizacja czasu i kierunku odpalenia ka»dego z silników korekcyjnych.

8. Generacja bazy danych skªadaj¡cej si¦ z trajektorii referencyjnych i odpowiadaj¡-

cych im optymalnych rozwi¡za«,

9. Opracowanie docelowego algorytmu sterowania wykorzystuj¡cego baz¦ danych,

10. Oszacowanie wyników redukcji dyspersji miejsc upadku rakiety wzgl¦dem rakiet

niesterowanych i sterowanych z u»yciem klasycznych metod.

Pierwszym krokiem byªo opracowanie dokªadnego modelu symulacyjnego rakiety

sterowanej, który mógªby by¢ wykorzystany do oblicze« optymalizacyjnych. Model ten

pierwotnie powstaª w ±rodowisku MATLAB/Simulink, a nast¦pnie zostaª przetªumaczony

na j¦zyk C++, czego wymagaªo wykorzystywane oprogramowanie do optymalizacji. Mo-

del ten zostaª zwery�kowany oraz zwalidowany wykorzystuj¡c w tym celu dane rzeczywi-

stej rakiety RPT ORION, opracowanej na PW, oraz wyników jej testów lotnych. Model

ten nast¦pnie uproszczono, staraj¡c si¦ zachowa¢ dokªadno±¢, w celu wykonania oblicze«

optymalizacyjnych. Zaªo»eniem pracy byªo wykorzystanie standardowych metod optyma-

lizacji, w szczególno±ci sterowania optymalnego, operuj¡cych na sygnaªach ci¡gªych. Ze

wzgl¦du na to, »e gazodynamiczny moduª steruj¡cy charakteryzuje si¦ impulsowym dzia-

ªaniem nale»aªo wpierw dokona¢ transformacji ukªadu sterowania z ci¡gªego na dyskretny,

a nast¦pnie po wykonaniu oblicze« optymalizacyjnych z powrotem wróci¢ do dyskretnych

impulsów steruj¡cych. W pierwszym kroku wi¦c znacz¡co uproszczono system sterowania,

zast¦puj¡c równo rozªo»one na obwodzie rakiety silniki korekcyjne przez dwa parametry

steruj¡ce, które mog¡ wytwarza¢ ci¡g w dwóch prostopadªych pªaszczyznach rakiety w

obu kierunkach w sposób ci¡gªy. Taki sygnaª nast¦pnie podlegaª optymalizacji. Wykorzy-

stano w tym celu dwa podej±cia nazwane metodami bezpo±redni¡ i po±redni¡. W metodzie

bezpo±redniej potraktowano problem jako standardowy problem optymalizacji nieliniowej,
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gdzie przygotowan¡ funkcj¦ kosztu bezpo±rednio przekazano do narz¦dzia optymalizacyj-

nego (ang. solver), dedykowanego do rozwi¡zywania nieliniowych problemów optymaliza-

cyjnych NLP (ang. Non-Linear Programming), w celu otrzymania wyników. W podej±ciu

po±rednim, problem optymalizacji zamieniono najpierw na problem sterowania optymal-

nego wykorzystuj¡c w tym celu Zasad¦ Maksimum Pontryagina (ZMP). Uªo»ono równa-

nia wykorzystuj¡ce zmienne sprz¦»one otrzymuj¡c w ten sposób wzór na gradient funkcji

celu. Dodatkowo przy liczeniu gradientów i jakobianów wykorzystano automatyczne ró»-

niczkowanie, które znacz¡co zwi¦ksza dokªadno±¢ wyników. Maj¡c wynik optymalizacji w

postaci przebiegów czasowych parametrów steruj¡cych opracowano metod¦ jego konwersji

na czasy i kierunki odpale« silników korekcyjnych, dostaj¡c od razu ich niezb¦dn¡ ilo±¢.

Ze wzgl¦du, mi¦dzy innymi, na bardzo dynamiczn¡ zmian¦ parametrów rakiety w trakcie

lotu, konwersja ta wprowadzaªa pewien bª¡d tra�enia wzgl¦dem wyników optymalizacji.

Maj¡c jednak ustalon¡ liczb¦ silników korekcyjnych oraz dobre oszacowanie pocz¡tkowe

czasu i kierunku odpalenia ka»dego z nich, opracowano na tej podstawie dodatkowy pro-

blem optymalizacyjny, gdzie minimalizacji podlegaª ju» tylko bª¡d tra�enia, a czasy i

kierunki odpale« peªniªy rol¦ zmiennych optymalizacyjnych. Caª¡ te procedur¡ powta-

rzano wielokrotnie, dla ró»nych warunków pocz¡tkowych modelu rakiety, otrzymuj¡c w

ten sposób baz¦ danych, któr¡ wykorzystywa¢ b¦dzie docelowy algorytm steruj¡cy. Aby

sprawdzi¢ jego dziaªanie, wyznaczona zostanie dyspersja miejsc upadku da przypadków

niesterowanego, sterowanego z u»yciem klasycznej metody oraz sterowanego z u»yciem

opracowanego algorytmu sterowania. Efektem powinien by¢ zmniejszony rozrzut tra�e«

przy sterowaniu z u»yciem opracowanej metody. Maj¡c opracowany problem badawczy

oraz sprecyzowany cel bada«, teza pracy zostaªa sformuªowana w nast¦puj¡cy sposób:

Teza: Wykorzystanie metod optymalizacji do wyznaczania parametrów

sterowania rakiet¡ oraz sterowanie z wykorzystaniem bazy danych pozwoli

skuteczniej i efektywniej naprowadza¢ rakiet¦ na cel stacjonarny.
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4 Model symulacyjny rakiety

Model symulacyjny rakiety jest niezb¦dnym elementem procesów projektowania i

testowania algorytmów sterowania rakiet. Modele takie pozwalaj¡ na uzyskanie wst¦p-

nych informacji o charakterze lotu oraz osi¡gach rakiety przed jej testami poligonowymi

[99, 100, 101, 102]. Standardowe podej±cie do opracowywania nowych konstrukcji skªada

si¦ z kilku faz projektowania i testowania. Pierwszym etapem jest opracowanie modelu

�zycznego obiektu, który powinien do±¢ dobrze odzwierciedla¢ jego rzeczywiste zacho-

wanie w ±rodowisku. Model ten wraz z odpowiednimi warunkami upraszczaj¡cymi sªu»y

opracowaniu modelu matematycznego, który skªada si¦ z zestawu równa« i zale»no±ci

opisuj¡cych dany obiekt. Kolejnym krokiem jest wybór odpowiedniego oprogramowania

pozwalaj¡cego na opracowanie modelu numerycznego, czy symulacyjnego. Taki model

stanowi pó¹niej gªówne narz¦dzie pozwalaj¡ce na testowanie opracowanych algorytmów

steruj¡cych [103, 104, 105].

W fazie testów pierwszym krokiem jest przeprowadzenie symulacji typu Model-

In-the-Loop (MIL), które s¡ po prostu wykonaniem kodu symulacyjnego [106, 107]. Je±li

wyniki s¡ satysfakcjonuj¡ce kolejnym krokiem jest transkrypcja algorytmu steruj¡cego na

docelow¡ form¦ oraz j¦zyk programowania, który b¦dzie u»yty na komputerze pokªado-

wym rakiety. Maj¡c algorytm w takiej formie przeprowadza si¦ testy Software-In-the-Loop

(SIL), które polegaj¡ na u»yciu algorytmu w docelowym formacie w p¦tli z modelem sy-

mulacyjnym rakiety [108, 109, 110, 111, 112]. Mo»na tak»e wyró»ni¢ faz¦ testów zwan¡

Processor-In-the-Loop (PIL), gdzie docelowy algorytm sterowania jest wykonywany na

docelowym procesorze, gdzie porównuje si¦, czy maj¡c dane wej±cia uzyskane z symulacji,

wyj±cia algorytmu odpowiadaj¡ tym uzyskanym w fazach poprzednich [113, 114, 115, 116].

Ostatnim krokiem przed testami lotnymi s¡ symulacje typu Hardware-In-the-Loop (HIL),

gdzie przy wykorzystaniu symulacji czasu rzeczywistego oraz cz¦±ci rzeczywistych modu-

ªów obiektu testowanego, takich jak ukªad sterowania czy komputer pokªadowy, mo»na

sprawdzi¢ dziaªanie algorytmów steruj¡cych w warunkach najbardziej zbli»onych do rze-

czywistych [117, 118, 119, 120].

Jak wynika z powy»szych rozwa»a« model symulacyjny jest bardzo istotn¡ cz¦±ci¡

procesu projektowania algorytmów steruj¡cych, wi¦c nale»y przyªo»y¢ szczególn¡ uwag¦

procesowi jego opracowania, wraz agregacj¡ dokªadnych danych opisuj¡cych symulowany

obiekt oraz procesom jego wery�kacji i walidacji.

4.1 Opis modelu matematycznego

Proces tworzenia modelu matematycznego nale»y zacz¡¢ od sformuªowania zaªo»e«

dotycz¡cych stopnia dokªadno±ci odwzorowania zjawisk rzeczywistych wyst¦puj¡cych w

trakcie lotu rakiety. W niniejszej pracy przyj¦to nast¦puj¡ce zaªo»enia:
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1. Rakieta jest bryª¡ sztywn¡ o sze±ciu stopniach swobody.

2. Masa, poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci oraz macierz momentów bezwªadno±ci zmieniaj¡

si¦ w funkcji dziaªania silnika gªównego.

3. Model ±rodowiska zgodny jest z modelem atmosfery standardowej z uwzgl¦dnieniem

wpªywu lokalnych warunków panuj¡cych w miejscu startu takich jak temperatura,

ci±nienie oraz wilgotno±¢ powietrza.

4. Uwzgl¦dnia si¦ pionowy pro�l wiatru, jego pr¦dko±¢ i kierunek w funkcji wysoko±ci.

5. Odpalenia kolejnych silników korekcyjnych maj¡ wpªyw na zmian¦ charakterystyk

bezwªadno±ciowych rakiety.

6. Przyspieszenie grawitacyjne jest staªe w czasie lotu, równe warto±ci z modelu WGS-

84 dla danych wspóªrz¦dnych miejsca startu [121].

7. Przyj¦to, »e Ziemia jest pªaska oraz zaniedbano jej ruch obrotowy.

8. Start rakiety odbywa si¦ z wyrzutni prowadnicowej, do której rakieta jest przymo-

cowana za po±rednictwem dwóch ±lizgaczy.

9. W czasie ruchu po wyrzutni nie wyst¦puje tarcie ±lizgaczy o szyn¦.

4.1.1 Wykorzystywane ukªady wspóªrz¦dnych

Do opisu ruchu pocisku rakietowego wykorzystano nast¦puj¡ce ukªady wspóªrz¦d-

nych (Rysunek 4.1):

1. Nawigacyjny ukªad wspóªrz¦dnych (N) ONxNyNzN � prawoskr¦tny, kartezja«ski,

nieruchomy ukªad wspóªrz¦dnych zwi¡zany z Ziemi¡. Pocz¡tek ukªadu ON znaj-

duje si¦ w miejscu startu rakiety. Pªaszczyzna ONxNyN jest styczna do powierzchni

Ziemi. O± ONxN skierowana jest w stron¦ póªnocy geogra�cznej, o± ONyN skiero-

wana jest w stron¦ wschodni¡, za± kierunek i zwrot osi ONzN s¡ zgodne z wektorem

przyspieszenia ziemskiego.

2. Grawitacyjny ukªad wspóªrz¦dnych OGxGyGzG � prawoskr¦tny, kartezja«ski, ru-

chomy ukªad wspóªrz¦dnych zwi¡zany z rakiet¡. Pocz¡tek ukªadu OG znajduje si¦

w ±rodku ci¦»ko±ci obiektu, a ukªad w trakcie trwania ruchu pocisku rakietowego

pozostaje równolegªy do nawigacyjnego ukªadu wspóªrz¦dnych ONxNyNzN .

3. Ukªad wspóªrz¦dnych zwi¡zany z rakiet¡ wiruj¡cy OBxByBzB � prawoskr¦tny, kar-

tezja«ski ukªad wspóªrz¦dnych. Pocz¡tek ukªadu OB znajduje si¦ w ±rodku ci¦»ko±ci

obiektu. O± OBxB pokrywa si¦ z osi¡ podªu»n¡ i jest skierowana do przodu kadªuba

rakiety, o± OByB skierowana jest w praw¡ stron¦ patrz¡c wzdªu» osi OBxB, za± o±
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OBzB stanowi dopeªnienie prawoskr¦tnego ukªadu wspóªrz¦dnych. Orientacj¦ prze-

strzenn¡ ukªadu (B) wzgl¦dem grawitacyjnego ukªadu wspóªrz¦dnych (G) opisuj¡

lotnicze k¡ty Eulera: odchylenia Ψ, pochylenia Θ i przechylenia Φ.

4. Ukªad wspóªrz¦dnych zwi¡zany z rakiet¡ niewiruj¡cy ONBxNByNBzNB � prawo-

skr¦tny, kartezja«ski ukªad wspóªrz¦dnych. Pocz¡tek ukªadu ONB znajduje si¦ w

±rodku ci¦»ko±ci obiektu. O± ONBxNB pokrywa si¦ z osi¡ podªu»n¡ i jest skierowana

do przodu kadªuba rakiety, o± ONByNB skierowana jest w praw¡ stron¦ patrz¡c

wzdªu» osi OBxB w momencie startu rakiety i nie obraca si¦ razem z rakiet¡, za± o±

ONBzNB stanowi dopeªnienie prawoskr¦tnego ukªadu wspóªrz¦dnych. Ukªad (NB)

pokrywa si¦ z ukªadem (B) w momencie startu.

Wszystkie zmienne wykorzystywane w modelu symulacyjnym s¡ zapisywane w ukªadzie

rakiety (B) chyba, »e zaznaczono inaczej. Punktem referencyjnym dla wektorów poªo»enia,

na przykªad ±rodka ci¦»ko±ci, punktu referencyjnego momentów aerodynamicznych, czy

poªo»enia pªaszczyzn silników korekcyjnych jest koniec dyszy rakiety.

Rysunek 4.1: Ukªady wspóªrz¦dnych

4.1.2 Dynamiczne równania ruchu

Dynamiczne równania ruchu rakiety opisuj¡ ruch dowolny bryªy sztywnej o sze-

±ciu stopniach swobody i zmiennych charakterystykach bezwªadno±ciowych wzgl¦dem

nieruchomego ukªadu nawigacyjnego. Podstawowe zale»no±ci dynamiczne i kinematyczne

mo»na znale¹¢ w pozycjach [122, 123, 124, 125]. Ze wzgl¦du na spalanie materiaªu p¦dnego

w czasie lotu zmianie ulegaj¡ charakterystyki bezwªadno±ciowe rakiety. Ró»ne podej±cia
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do uwzgl¦dnienia tego efektu w równaniach ruchu mo»na znale¹¢ w [126, 127, 128]. W po-

ni»szej pracy zdecydowano si¦ zastosowa¢ podej±cie przedstawione w [129] uwzgl¦dniaj¡c

czªon İω ze wzgl¦du na du»¡ pr¦dko±¢ k¡tow¡ rakiety. Wektor stanu rakiety skªada si¦ z

13 zmiennych: trzech skªadowych pr¦dko±ci linowej, trzech skªadowych pr¦dko±ci k¡towej,

trzech skªadowych poªo»enia w ukªadzie nawigacyjnym oraz czterech skªadowych kwater-

nionu opisuj¡cego orientacj¦ przestrzenn¡ ukªadu (B) wzgl¦dem ukªadu (N). Równania

ruchu zapisywane s¡ i rozwi¡zywane w ukªadzie (B). Dynamiczne równanie zmiany p¦du

w czasie ma posta¢:

mv̇ +m(ω × v) = FB (4.1)

gdzie: m - masa rakiety, v =
[
U V W

]T
- wektor pr¦dko±ci liniowej rakiety, ω =[

P Q R
]T

- wektor pr¦dko±ci k¡towej rakiety, FB =
[
XB YB ZB

]T
- wektor siª dzia-

ªaj¡cych na rakiet¦, stanowi¡cych sum¦ siª of grawitacji, aerodynamiki, ci¡gu silnika gªów-

nego oraz ukªadu sterowania zgodnie ze wzorem:

FB = FG + FA + FT + FSK (4.2)

Dynamiczne równanie zmiany kr¦tu w czasie ma posta¢:

Iω̇ + ω × Iω + İω = MB (4.3)

gdzie: I - macierz momentów bezªadno±ci, któr¡ mo»na przedstawi¢ zgodnie z zale»no±ci¡:

I =

 Ixx −Ixy −Ixz
−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz

 (4.4)

a MB =
[
LB MB NB

]T
- wektor momentów dziaªaj¡cych na rakiet¦, b¦d¡cy sum¡

momentów od aerodynamiki, ci¡gu silnika gªównego oraz ukªadu sterowania, zgodnie ze

wzorem:

MB = MA +MT +MSK (4.5)

Równania dynamiczne uzupeªniono zale»no±ciami kinematycznymi pozwalaj¡cymi na wy-

znaczenia trajektorii i orientacji przestrzennej rakiety. Równanie trajektorii ma posta¢:

Ṙ = (CB
N)

Tv (4.6)

gdzie: R =
[
X Y Z

]T
- wektor poªo»enia rakiety w ukªadzie nawigacyjnym, a CB

N

jest macierz¡ transformacji z ukªadu (N) do ukªadu (B). Orientacj¦ przestrzenn¡ rakiety

wyznacza si¦ za pomoc¡ kwaternionów zgodnie z równaniem zawieraj¡cym czªon norma-
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lizuj¡cy [130]:

q̇ =
1

2
Ωq+ (1− q · q)q (4.7)

gdzie: q =
[
q0 q1 q2 q3

]T
- kwaternion, a macierz Ω dana jest zale»no±ci¡:

Ω =


0 −P −Q −R
P 0 R −Q
Q −R 0 P

R Q −P 0

 (4.8)

Czªon normalizuj¡cy ma za zadanie zachowa¢ norm¦ kwaternionu wynosz¡c¡ 1, a która

w wyniku bª¦dów zaokr¡gle« podczas caªkowania numerycznego mo»e ulec zmianie. Do-

datkowo mo»na wykorzysta¢ dodatkowe zale»no±ci pozwalaj¡ce wyznaczy¢ kwaternion za

pomoc¡ k¡tów Eulera:

q0 = cos

(
1

2
Φ

)
cos

(
1

2
Θ

)
cos

(
1

2
Ψ

)
+ sin

(
1

2
Φ

)
sin

(
1

2
Θ

)
sin

(
1

2
Ψ

)
(4.9)

q1 = sin

(
1

2
Φ

)
cos

(
1

2
Θ

)
cos

(
1

2
Ψ

)
− cos

(
1

2
Φ

)
sin

(
1

2
Θ

)
sin

(
1

2
Ψ

)
(4.10)

q2 = cos

(
1

2
Φ

)
sin

(
1

2
Θ

)
cos

(
1

2
Ψ

)
+ sin

(
1

2
Φ

)
cos

(
1

2
Θ

)
sin

(
1

2
Ψ

)
(4.11)

q3 = cos

(
1

2
Φ

)
cos

(
1

2
Θ

)
sin

(
1

2
Ψ

)
− sin

(
1

2
Φ

)
sin

(
1

2
Θ

)
cos

(
1

2
Ψ

)
(4.12)

k¡ty Eulera za pomoc¡ kwaternionu:

Φ = atan2
(
2 (q0q1 + q2q3) , 1− 2

(
q21 + q22

))
(4.13)

Θ = asin (2 (q0q2 − q1q3)) (4.14)

Ψ = atan2
(
2 (q0q3 + q1q2) , q

2
0 + q21 − q22 − q23

)
(4.15)

oraz macierz transformacji CB
N za pomoc¡ kwaternionu:

CB
N =

q
2
0 + q21 − q22 − q23 2 (q3q0 + q1q2) 2 (q1q3 − q0q2)

2 (q1q2 − q3q0) q20 − q21 + q22 − q23 2 (q0q1 + q2q3)

2 (q0q2 + q1q3) 2 (q2q3 − q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 (4.16)

4.1.3 Model wyrzutni prowadnicowej

W pierwszej fazie lotu rakieta porusza si¦ po wyrzutni prowadnicowej za pomoc¡

dwóch ±lizgaczy. Model tego ruchu zostaª opracowany posªuguj¡c si¦ równaniami La-

grange'a I rodzaju, przy zaªo»eniu »e wi¦zy s¡ doskonaªe i nieholonomiczne [131]. Rów-
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nania (4.1) oraz (4.3) mo»na przeksztaªci¢ do postaci:[
v̇

ω̇

]
= M−1 (f0 + fC) (4.17)

gdzie jako f0 oznaczono obci¡»enia czynne, a jako fC dodatkowe obci¡»enia reakcji od

wyrzutni. Macierz masowa M dana jest zale»no±ci¡ (oznaczaj¡c jako 1 macierz jednost-

kow¡):

M =

[
m1 0

0 I

]
(4.18)

Obci¡»enia czynne f0 dane s¡ jako:

f0 =

[
FB −mω × v

MB − ω × Iω − İω

]
(4.19)

Zgodnie z zasad¡ d'Alemberta obci¡»enia od wi¦zów mo»na zapisa¢ jako:

fC = (∇R)Tλ (4.20)

gdzie R = R(v,ω) = 0 jest równaniem wi¦zów nieholonomicznych, a λ jest wektorem

mno»ników Lagrange'a. Zakªadaj¡c, »e równania wi¦zów s¡ liniowe wzgl¦dem wektora

stanu mo»na zastosowa¢ zapis:

R = ∇R

[
v

ω

]
= J

[
v

ω

]
= 0 (4.21)

Zmiennymi do wyznaczenia w równaniu (4.20) s¡ mno»niki Lagrange'a. Wyznaczy¢ je

mo»na ró»niczkuj¡c po czasie równanie (4.21) otrzymuj¡c zale»no±¢:

J̇

[
v

ω

]
+ J

[
v̇

ω̇

]
= 0 (4.22)

Podstawiaj¡c do równania (4.22) zale»no±¢ (4.17) oraz (4.20), a nast¦pnie przeksztaªcaj¡c

w celu obliczenia mno»ników Lagrange'a otrzymano wzór:

λ = −
(
JM−1JT

)−1

(
J̇

[
v

ω

]
+ JM−1f0

)
(4.23)

Nast¦pnie posªuguj¡c si¦ zale»no±ci¡ (4.20) mo»na wyznaczy¢ siªy i momenty reakcji w

czasie ruchu po wyrzutni, a nast¦pnie doda¢ je do pozostaªych obci¡»e« dziaªaj¡cych na

rakiet¦ FB oraz MB, by nast¦pnie rozwi¡za¢ dynamiczne równania ruchu. Sam ruch po

wyrzutni podzielono na dwie cz¦±ci. W pierwszej oba ±lizgacze znajduj¡ si¦ na wyrzutni.
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Przyj¦to, »e reakcje od obu ±lizgaczy mo»na zast¡pi¢ jednym ±lizgaczem zast¦pczym,

który odbiera wszystkie obci¡»enia. W tym przypadku mo»liwy jest tylko ruch post¦powy

wzdªu» osi rakiety, pr¦dko±ci liniowe poprzeczne oraz wszystkie pr¦dko±ci k¡towe s¡ równe

zero. Macierz J wyst¦puj¡ca w równaniu (4.21) dla tego przypadku ma posta¢:

J =


0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

 (4.24)

a jej pochodna jest macierz¡ zerow¡ o wymiarach 5x6. W drugiej fazie ruchu przedni

±lizgacz opu±ciª szyn¦, a rakieta mo»e wykonywa¢ dodatkowo ruch zawiasowy na tylnym

±lizgaczu. W tym przypadku pr¦dko±¢ k¡towa przechylania wynosi zero oraz skªadowe

pr¦dko±ci punktu kontaktu tylnego ±lizgacza z szyn¡ wyrzutni w kierunku prostopadªym

do szyny s¡ równe zero. Drugi warunek mo»na zapisa¢ w postaci równania:

[vR]R = CR
B (v + ω × rb) (4.25)

gdzie zapis [vR]R oznacza pr¦dko±¢ punktu R, czyli miejsca styku tylnego ±lizgacza z

szyn¡, wyra»on¡ w ukªadzie wyrzutni, który pokrywa si¦ z ukªadem (B) w chwili pocz¡t-

kowej, rb jest poªo»eniem tylnego ±lizgacza wzgl¦dem ukªadu rakiety, a CR
B jest macierz¡

transformacji z ukªadu rakiety do ukªadu wyrzutni. Sprowadzaj¡c to równanie wraz w

warunkiem zerowania pr¦dko±ci k¡towej przechylania do postaci (4.21) macierz J mo»na

wyrazi¢ jako:

J =


[
0 1 0

0 0 1

]
CR

B

[
0 1 0

0 0 1

]
CR

B [rb]x

0 0 0 1 0 0

 (4.26)

a pochodn¡ macierzy J jako:

J̇ =


[
0 1 0

0 0 1

]
CR

B [ω]x

[
0 1 0

0 0 1

]
CR

B [ω]x [rb]x

0 0 0 0 0 0

 (4.27)

gdzie oznaczenie []x jest macierz¡ antysymetryczn¡ pozwalaj¡c¡ zamieni¢ mno»enie wek-

torowe na mno»enie macierzowe. Wektor A =
[
a1 a2 a3

]T
mo»na przedstawi¢ w tej

postaci jako:

[A]x =

 0 −a3 a2

a3 0 −a1
−a2 a1 0

 (4.28)
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Po opuszczeniu wyrzutni przez rakiet¦, czyli zej±ciu z prowadnicy drugiego ±lizgacza,

porusza si¦ ona ruchem swobodnym (bez wi¦zów).

4.1.4 Model ±rodowiska

Na model ±rodowiska skªada si¦ model atmosfery standardowej uzupeªniony o

wpªyw wilgotno±ci powietrza oraz lokalne warunki, w postaci temperatury i ci±nienia,

panuj¡ce w miejscu startu, a tak»e pionowy pro�l wiatru. Dodatkowo wyznaczane s¡ ae-

rodynamiczne k¡ty napªywu pozwalaj¡ce wyznaczy¢ orientacj¦ rakiety wzgl¦dem napªy-

waj¡cego powietrza. Pro�l wiatru wczytywany jest jako tabela pr¦dko±ci oraz kierunku

meteorologicznego (kierunek sk¡d wieje) wiatru w funkcji wysoko±ci nad ziemi¡. Je±li jako

vw oznaczymy pr¦dko±¢ wiatru, a jako ψw kierunek meteorologiczny, wektor pr¦dko±ci wia-

tru w ukªadzie nawigacyjnym (N) b¦dzie miaª posta¢:

vw =
[
−vw cos (ψw) −vw sin (ψw) 0

]
(4.29)

Aby uzyska¢ pr¦dko±¢ rakiety wzgl¦dem powietrza vA =
[
uA vA wA

]
nale»y wykona¢

operacj¦:

vA = v −CB
Nvw (4.30)

Maj¡c pr¦dko±¢ wzgl¦dem napªywu mo»na wyznaczy¢ aerodynamiczne k¡ty napªywu

[124]. K¡t natarcia α zde�niowany jest jako:

α = atan2 (wA, uA) (4.31)

K¡t ±lizgu β dany jest zale»no±ci¡:

β = asin

(
vA
|vA|

)
(4.32)

Dodatkowo k¡ty napªywu mo»na zde�niowa¢ w innej konwencji przydatnej przy opisie

ciaª osiowosymetrycznych: Caªkowity k¡t natarcia αT opisuje wzór:

αT = acos

(
uA
|vA|

)
(4.33)

Aerodynamiczny k¡t przechylenia ϕT dany jest zale»no±ci¡:

ϕT = atan2 (vA, wA) (4.34)

De�nicj¦ k¡tów napªywu przedstawia tak»e Rysunek 4.2. Osiami x, y, z zaznaczono tam

ukªad rakiety (B), a osiami xA, yA, zA ukªad aerodynamiczny zwi¡zany z wektorem pr¦d-

ko±ci rakiety wzgl¦dem powietrza, powstaªy poprzez obrócenie ukªadu (B) wykorzystuj¡c
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k¡ty αT , ϕT .

Rysunek 4.2: De�nicja aerodynamicznych k¡tów napªywu
.

Model atmosfery standardowej (ISA) pozwala na wyznaczenie temperatury, ci±nie-

nia, g¦sto±ci oraz pr¦dko±ci d¹wi¦ku w zale»no±ci od wysoko±ci. Ze wzgl¦du na osi¡gi

rozpatrywanej rakiety ograniczono si¦ tylko do zale»no±ci wyst¦puj¡cych dla troposfery,

czyli do wysoko±ci 11 km. Dodatkowo uwzgl¦dniono warunki panuj¡ce w miejscu startu,

temperatur¦, ci±nienie oraz wilgotno±¢ powietrza, bazuj¡c na opisie z [132]. Wysoko±¢ nad

ziemi¡ h mo»na przeksztaªci¢ do wysoko±ci geopotencjalnej hgeo posªuguj¡c si¦ wzorem:

hgeo =
re(ϕ)h

re(ϕ) + h

(
g0(ϕ)

g0

)
(4.35)

gdzie g0 = 9, 80665m
s2

jest przyspieszeniem grawitacyjnym zgodnym z ISA, a g0(ϕ) jest

to warto±¢ przyspieszenia Ziemskiego w funkcji szeroko±ci geogra�cznej miejsca startu ϕ,

która mo»na obliczy¢ posªuguj¡c si¦ równaniem Lamberta:

g0(ϕ) = 9, 80616
(
1− 0, 0026373 cos (2ϕ) + 0, 0000059 cos2 (2ϕ)

)
(4.36)

Dodatkowo re(ϕ) jest to odlegªo±¢ dowolnego punktu na powierzchni ziemi od ±rodka

Ziemi, dana zale»no±ci¡:

re(ϕ) =

√
a4 + c4 tan2 ϕ

a2 + c2 tan2 ϕ
(4.37)
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gdzie a = 6378137 m jest promieniem Ziemi na równiku, a c = 6356752, 3 m promieniem

Ziemi na biegunie. Transformacja wysoko±ci jest niezb¦dna, aby uniezale»ni¢ równania

atmosfery od zmian warto±ci przyspieszenia grawitacyjnego wraz z wysoko±ci¡. Zmian¦

temperatury wraz z wysoko±ci¡ opisuje zale»no±¢:

T = T0 − 0, 0065hgeo (4.38)

gdzie T0 jest temperatur¡ w miejscu startu. Zmiana ci±nienia dana jest wzorem:

p = p0

(
T

T0

) g0
0,0065R

(4.39)

gdzie p0 jest ci±nieniem w miejscu startu, a R jest staª¡ gazow¡. G¦sto±¢ powietrza mo»na

wyznaczy¢ korzystaj¡c ze wzoru:

ρ =
p

RT
(4.40)

a pr¦dko±¢ d¹wi¦ku opisuje zale»no±¢:

a =
√

1, 4RT (4.41)

Uwzgl¦dnienie wilgotno±ci powietrza ma wpªyw na staª¡ gazow¡, która opisuje mieszanin¦

powietrza i pary wodnej. Mo»na j¡ wyznaczy¢ ze wzoru:

R =
R0p

p− 0, 377998pv
(4.42)

gdzieR0 = 287, 05287 J
molK

jest staª¡ gazow¡ dla powietrza wedªug ISA, a pv jest ci±nieniem

cz¡stkowym pary wodnej danym równaniem:

pv = psRH (4.43)

gdzie RH jest wzgl¦dn¡ wilgotno±ci¡ powietrza, a ps ci±nieniem pary wodnej w stanie

saturacji. W zale»no±ci od stosunku temperatury powietrza do temperatury krzepni¦cia

T/T0 ci±nienie saturacji dane jest wzorem:

ps =

(
T

T0

)aw

10bw(
T0
T )+cw (4.44)

ze staªymi aw = −4, 927432, bw = −10, 752935, cw = 11, 538976 je±li stosunek ten jest

wi¦kszy ni» 1 lub wzorem:

ps =

(
T

T0

)ai

10bi(
T0
T )+ci (4.45)

ze staªymi ai = −0, 322862, bi = −9, 903888, ci = 10, 689717 w przeciwnym wypadku.
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Dodatkowo wyznacza si¦ warto±ci liczby Macha:

Ma =
|vA|
a

(4.46)

oraz ci±nienia dynamicznego:

qdyn =
1

2
ρ |vA|2 (4.47)

4.1.5 Charakterystyki bezwªadno±ciowe

Wraz ze spalaniem materiaªu p¦dnego silnika gªównego oraz uruchamianiem ko-

lejnych silników korekcyjnych zmianie ulegaj¡ parametry bezwªadno±ciowe rakiety. Mas¦

rakiety m(t) w chwili czasu t mo»na opisa¢ zale»no±ci¡:

m(t) = m0 − (m0 −mk)

∫ t

0
FT (t)dt

Ic
−

Nsk∑
i=1

mski

∫ t

t0i
FTski

(t− t0i)dt

Icski
(4.48)

gdzie Nsk jest liczb¡ silników korekcyjnych, m0 jest mas¡ startow¡, mk mas¡ po wypa-

leniu materiaªu p¦dnego silnika gªównego, mski mas¡ materiaªu p¦dnego i-tego silnika

korekcyjnego, Ic oraz Icski impulsem caªkowitym odpowiednio silnika gªównego oraz i-tego

silnika korekcyjnego, FT (t) siª¡ ci¡gu w czasie t silnika gªównego, a FTski
(t − t0i) siª¡

ci¡gu i-tego silnika korekcyjnego od czasu jego uruchomienia t0i . Ruch ±rodka ci¦»ko±ci

rakiety wynikaj¡cy ze spalania materiaªu p¦dnego silnika gªównego mo»na wyznaczy¢ z

zale»no±ci:

rcgR(t) = rcg0 − (rcg0 − rcgk)

∫ t

0
FT (t)dt

Ic
(4.49)

gdzie rcg0 i rcgk s¡ odpowiednio poªo»eniem ±rodka ci¦»ko±ci rakiety w chwili startu i

rakiety bez materiaªu p¦dnego. Przy zaªo»eniu, »e geometria ziarna materiaªu p¦dnego

silnika korekcyjnego ma posta¢ wydr¡»onego cylindra oraz »e spalanie ziarna nast¦puje

symetrycznie od wewn¦trznej powierzchni cylindra do zewn¦trznej, poªo»enie ±rodka ci¦»-

ko±ci pojedynczego silnika korekcyjnego rcgski nie ulega zmianie w czasie pracy silnika.

Ruch ±rodka ci¦»ko±ci caªej rakiety mo»na nast¦pnie przedstawi¢ zgodnie z równaniem:

rcg(t) =
m(t)rcgR(t)−

∑Nsk

i=1 mskircgski

∫ t
t0i

FTski
(t−t0i )dt

Icski

m(t)
(4.50)

Zmian¦ macierzy momentów bezwªadno±ci rakiety wynikaj¡c¡ ze spalania materiaªu p¦d-

nego silnika gªównego opisuje zale»no±¢:

IR(t) = I0 − (I0 − Ik)

∫ t

0
FT (t)dt

Ic
(4.51)
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gdzie I0 i Ik s¡ odpowiednio macierz¡ momentów bezwªadno±ci w chwili startu i rakiety bez

materiaªu p¦dnego silnika gªównego. Macierz momentów bezwªadno±ci ka»dego z silników

korekcyjnych, przy poczynionych zaªo»eniach geometrycznych, mo»na zapisa¢ w ukªadzie

odpowiedniego silnika korekcyjnego jako:

[Iski ]sk =

Ixxsk
0 0

0 Iyysk 0

0 0 Izzsk

 (4.52)

W ukªadzie silnika o± x pokrywa si¦ z wysoko±ci¡ cylindra. Ka»dy silnik jest pochylony

wzgl¦dem ukªadu rakiety o 90o, a tak»e znajduj¦ si¦ w konkretnym miejscu na obwodzie

rakiety. Z tego wzgl¦du nale»y najpierw macierz Iski przetransformowa¢ do ukªadu rakiety,

a nast¦pnie korzystaj¡c z twierdzenia Steinera przenie±¢ j¡ do ±rodka ci¦»ko±ci rakiety.

Zapisuj¡c jako rcgwi
= rcgski − rcgR poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci i-tego silnika korekcyjnego

wzgl¦dem ±rodka ci¦»ko±ci rakiety, mo»na to zrobi¢ posªuguj¡c si¦ zale»no±ci¡:

Iski = CB
SKi

[Iski ]sk
(
CB

SKi

)T
+mski

(
1rTcgwi

rcgwi
− rcgwi

rTcgwi

)
(4.53)

Macierz transformacji CB
SKi

dana jest wzorem:

CB
SKi

=

 0 0 −1

− sinψski cosψski 0

cosψski sinψski 0

 (4.54)

gdzie ψski jest poªo»eniem k¡towym i-tego silnika korekcyjnego wzgl¦dem ukªadu (B).

Caªkowita zmiana momentów bezwªadno±ci mo»e by¢ zapisana jako (uwzgl¦dniaj¡c fakt

»e zarówno I0 jak i Ik zawieraj¡ mas¦ silników korekcyjnych):

I(t) = IR(t)−
N∑
i=1

Iski

∫ t

t0i
FTski

(t− t0i)dt

Icski
(4.55)

4.1.6 Obci¡»enia aerodynamiczne

Charakterystyki aerodynamiczne rakiety determinuj¡ w du»ym stopniu jej osi¡gi

oraz charakter lotu, wymagane jest wi¦c opracowanie dobrego modelu uwzgl¦dniaj¡cego

mo»liwie wiele czynników wpªywaj¡cych na lot rakiety. Wykorzystany model aerodyna-

miczny powstaª w oparciu o póª-empiryczny model wykorzystywany w oprogramowaniu

PRODAS [133], który uwzgl¦dnia efekty zwi¡zane z wirowaniem rakiety wyposa»onej w

cztery stateczniki. Model ten specy�kuje wspóªczynniki w funkcji liczby Macha Ma z po-

dziaªem na cz¦±ci statyczn¡, dynamiczn¡ oraz wy»szego rz¦du. Zaªo»ono tak»e, »e rakieta

jest symetryczna w pªaszczyznach pochylania i odchylania. Siª¦ aerodynamiczn¡ mo»na
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obliczy¢ z równania:

FA = qdynSref

CX

CY

CZ

 (4.56)

gdzie Sref jest powierzchni¡ odniesienia, tu powierzchni¡ przekroju poprzecznego rakiety,

a CX , CY , CZ wspóªczynnikami odpowiednio siªy osiowej, bocznej i normalnej. Wspóª-

czynnik siªy osiowej dany jest równaniem:

CX = −
(
CX0on

(Ma) +
(
CX0off

(Ma)− CX0on
(Ma)

) 1− Peng

Tengs+ 1
+ CXα2 (Ma) sin2 αT

)
(4.57)

gdzie CX0on
(Ma), CX0off

(Ma) s¡ wspóªczynnikami oporu dla zerowego k¡ta natarcia odpo-

wiednio w czasie pracy silnika i po pracy silnika, CXα2 (Ma) jest pochodn¡ wspóªczynnika

siªy osiowej po kwadracie caªkowitego k¡ta natarcia, Peng ma warto±¢ 1 gdy silnik pracuje

i 0 w przeciwnym wypadku, a Teng jest staª¡ czasow¡ w modelu pierwszego rz¦du, która

ma za zadanie wygªadzi¢ wspóªczynnik oporu w momencie zako«czenia pracy silnika.

Wspóªczynnik siªy bocznej mo»na wyznaczy¢ z zale»no±ci:

CY = −CNα(Ma)
vA
|vA|

+ CNQ
(Ma)

Rdref
2 |vA|

+ CYγα(Ma) sin2 αT sin 4ϕT
wA

|vA|
(4.58)

gdzie CNα(Ma) jest pochodn¡ siªy normalnej po k¡cie natarcia, CNQ
(Ma) jest w tym przy-

padku pochodn¡ siªy bocznej po pr¦dko±ci k¡towej odchylania, a CYγα(Ma) jest pochodn¡

wy»szego rz¦du uwzgl¦dniaj¡c¡ wpªyw wirów schodz¡cych z noska rakiety i uderzaj¡cych

w stateczniki podczas lotu z du»¡ pr¦dko±ci¡ wirowania. Wspóªczynnik siªy normalnej

mo»na wyznaczy¢ z zale»no±ci:

CZ = −CNα(Ma)
wA

|vA|
+ CNQ

(Ma)
Qdref
2 |vA|

− CYγα(Ma) sin2 αT sin 4ϕT
vA
|vA|

(4.59)

gdzie CNQ
(Ma) jest w tym przypadku pochodn¡ siªy normalnej po pr¦dko±ci k¡towej

pochylania. Ze wzgl¦du na symetri¦ rakiety pochodne aerodynamiczne we wzorach (4.58)

i (4.59) maj¡ takie same warto±ci. Moment aerodynamiczny dany jest zale»no±ci¡:

MA = qdynSrefdref

Cl

Cm

Cn

+ (raero − rcg)× FA (4.60)

gdzie dref jest dªugo±ci¡ odniesienia, tu ±rednic¡ rakiety, a Cl, Cm, Cn wspóªczynnikami

odpowiednio momentu przechylaj¡cego, pochylaj¡cego i odchylaj¡cego. Wspóªczynniki

momentów aerodynamicznych podawane s¡ wzgl¦dem punktu referencyjnego, którego po-

ªo»enie wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu (B) opisuje wektor (raero − rcg), st¡d niezb¦dna jest
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poprawka przenosz¡ca momenty do ±rodka ci¦»ko±ci rakiety. Wspóªczynnik momentu prze-

chylaj¡cego dany jest zale»no±ci¡:

Cl = Cl0(Ma) + ClP (Ma)
Pdref
2 |vA|

+ Clγα(Ma) sin2 αT sin 4ϕT (4.61)

gdzie Cl0(Ma) jest wspóªczynnikiem wymuszaj¡cym wirowanie rakiety w osi podªu»nej,

ClP (Ma) jest pochodn¡ tªumi¡c¡ momentu przechylaj¡cego, a Clγα(Ma) jest pochodn¡

wy»szego rz¦du uwzgl¦dniaj¡c¡ wpªyw wirów schodz¡cych z noska rakiety i uderzaj¡cych

w stateczniki podczas lotu z du»¡ pr¦dko±ci¡ wirowania. Wspóªczynnik momentu pochy-

laj¡cego dany jest zale»no±ci¡:

Cm = Cmα(Ma)
wA

|vA|
+ CmQ

(Ma)
Qdref
2 |vA|

+ Cnγα(Ma) sin2 αT sin 4ϕT
vA
|vA|

(4.62)

gdzie Cmα(Ma) jest pochodn¡ wspóªczynnika momentu pochylaj¡cego po k¡cie natarcia,

CmQ
(Ma) jest pochodn¡ tªumi¡c¡ momentu pochylaj¡cego, a Cnγα(Ma) jest pochodn¡

wy»szego rz¦du uwzgl¦dniaj¡c¡ wpªyw wirów schodz¡cych z noska rakiety i uderzaj¡cych

w stateczniki podczas lotu z du»¡ pr¦dko±ci¡ wirowania. Wspóªczynnik momentu odchy-

laj¡cego dany jest zale»no±ci¡:

Cn = −Cmα(Ma)
vA
|vA|

+ CmQ
(Ma)

Rdref
2 |vA|

+ Cnγα(Ma) sin2 αT sin 4ϕT
wA

|vA|
(4.63)

Pochodne aerodynamiczne w równaniu (4.63) co do warto±ci s¡ takie same jak w równaniu

(4.62).

4.1.7 Obci¡»enia od zespoªu nap¦dowego

Siªa ci¡gu silnika gªównego dana jest wzorem:

FT = CB
T

FT (t) + Ae (pe − p)Peng

0

0

 (4.64)

gdzie FT (t) jest ci¡giem silnika w funkcji czasu, Ae powierzchni¡ wylotow¡ dyszy, a pe ci-

±nieniem odniesienia dla ztabelaryzowanej warto±ci ci¡gu. Model pozwala tak»e uwzgl¦d-

ni¢ nieosiowe dziaªanie ci¡gu poprzez k¡ty odchylenia osi ci¡gu od osi rakiety ΘT oraz ΦT .

Macierz transformacji z ukªadu siªy ci¡gu do ukªadu (B) dana jest wzorem:

CB
T =

 cosΘT 0 − sinΘT

sinΘT sinΦT cosΦT cosΘT sinΦT

sinΘT cosΦT − sinΦT cosΘT cosΦT

 (4.65)
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Moment od siªy ci¡gu mo»na otrzyma¢ z zale»no±ci:

MT = −rcg × FT (4.66)

4.1.8 Obci¡»enia od grawitacji

Równania ruchu rozwi¡zywane s¡ w ukªadzie zwi¡zanym ze ±rodkiem masy obiektu.

Z tego wzgl¦du grawitacja nie powoduje momentu obracaj¡cego rakiet¦. Siª¦ od grawitacji

mo»na opisa¢ zale»no±ci¡:

Fg = mCB
N

 0

0

gacc

 (4.67)

gdzie gacc jest przyspieszeniem grawitacyjnym zale»nym od wspóªrz¦dnych geogra�cznych

miejsca startu zgodnie z modelem WGS-84 oraz staªym przez caªy okres lotu.

4.1.9 Obci¡»enia od ukªadu sterowania gazodynamicznego

Uruchomienie kolejnych silników korekcyjnych nast¦puje po wysªaniu sygnaªu ste-

ruj¡cego z ukªadu sterowania. Silniczki umieszczone s¡ równomiernie na obwodzie rakiety,

w kilku pªaszczyznach prostopadªych do osi podªu»nej rakiety. Siªa generowana przez

ukªad sterowania mo»e by¢ wyra»ona wzorem:

FSK =

 0∑N
i=1 FTski

(t− t0i) sinψski

−
∑N

i=1 FTski
(t− t0i) cosψski

 (4.68)

Moment generowany przez ukªad sterowania dany jest równaniem:

MSK =
N∑
i=1

(rski − rcg)× Fski (4.69)

gdzie rski jest poªo»eniem pªaszczyzny dziaªania i-tego silnika korekcyjnego wzgl¦dem

punktu referencyjnego (ko«ca dyszy rakiety).

4.1.10 Model jednostki nawigacji inercjalnej

Symulacja zawiera tak»e model czujników w postaci giroskopów, akcelerometrów

oraz czujnika ci±nienia, a tak»e uproszczony model systemu nawigacji inercjalnej INS.

Dokªadny opis modelu mo»na znale¹¢ w [134]. Ka»dy z czujników zostaª obarczony mo-

delem saturacji, kwantyzacji oraz czasu próbkowania. Dla czujnika ci±nienia s¡ to jedyne
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uwzgl¦dniane bª¦dy. Przyspieszenie ±rodka masy rakiety mo»na wyznaczy¢ jako:

acg =
FB

m
(4.70)

Ze wzgl¦du na to, »e akcelerometry zazwyczaj nie s¡ umieszczone w ±rodku masy ra-

kiety, nale»y przyspieszenie z równania (4.70) przeliczy¢ do poªo»enia czujnika zgodnie ze

wzorem:

aIMU = acg + ω × (ω × (rIMU − rcg)) + ω̇ × (rIMU − rcg)−CB
N

 0

0

gacc

 (4.71)

gdzie rIMU jest poªo»eniem czujnika wzgl¦dem punktu referencyjnego. Dodatkowo uwzgl¦d-

niono bª¦dy sprz¦»e« skro±nych mi¦dzy osiami cij, przesuni¦cia zera bi, skali si, szum

σa oraz przyj¦to, »e czujnik mo»na zamodelowa¢ jako ukªad drugiego rz¦du ze wspóª-

czynnikiem tªumienia ξa oraz cz¦sto±ci¡ drga« wªasnych ωna . Wynikowe przyspieszenie

wskazywane przez czujnik daje wzór:

ameas =
ω2
na

s2 + 2ξaωnas+ ω2
na


 sx −cxy cxz

cxy sy −cyz
−cxz cyz sz

 aIMU +

bxby
bz


+ σa (4.72)

Przyjmuj¡c analogiczne zaªo»enia, pr¦dko±ci k¡towe uzyskane z modelu giroskopów przed-

stawia równanie:

ωmeas =
ω2
ng

s2 + 2ξgωngs+ ω2
ng


 sx −cxy cxz

cxy sy −cyz
−cxz cyz sz

ω +

bxby
bz

+Gacg

+ σg (4.73)

gdzie G jest macierz¡ uwzgl¦dniaj¡c¡ wpªyw przyspiesze« na wskazania giroskopów. Aby

unikn¡¢ potrzeby projektowania skomplikowanych algorytmów �ltracji w celu wyznacza-

nia orientacji przestrzennej, pr¦dko±ci i pozycji na podstawie danych z czujników na po-

trzeby ukªadu INS, zdecydowano si¦ na zaburzanie rezultatów symulacji bª¦dami szumu

oraz próbkowania. Takie podej±cie pozwala w do±¢ dobry sposób dostroi¢ wyniki modelu

INS do rzeczywistych danych uzyskanych z systemu nawigacyjnego bez potrzeby kompli-

kacji modelu matematycznego.

4.2 Opis modelu symulacyjnego

Model symulacyjny zostaª zaprojektowany w ±rodowisku MATLAB/Simulink w

wersji R2023a. Modele opisane w poprzednich rozdziaªach zaprogramowano w Simulinku

zgodnie z Rysunkiem 4.3. Dane wej±ciowe s¡ wczytywane skryptem napisanym wMATLA-
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Bie, w którym to równie» napisano skrypty do analizy wyników. Model ukªadu sterowania,

a tak»e wery�kacja oraz walidacja modelu zostanie opisana w kolejnym rozdziale. Przed-

stawiony model symulacyjny skªada si¦ z bloków wyznaczaj¡cych obci¡»enia od ukªadu

sterowania, grawitacji, aerodynamiki oraz zespoªu nap¦dowego, bloków wyznaczaj¡cych

parametry ±rodowiska oraz charakterystyki bezwªadno±ciowe, a tak»e bloków odpowiada-

j¡cych za rozwi¡zywanie dynamicznych równa« ruchu oraz opisuj¡cych model czujników

bezwªadno±ciowych. Wej±ciem do modelu ukªadu sterowania jest macierz sygnaªów od-

pale« poszczególnych silników korekcyjnych oraz aktualne poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci, a

wyj±ciem siªy i momenty generowane przez ukªad sterowania. Opis modelu znajduje si¦ w

rozdziale 4.1.9. Model obci¡»e« od grawitacji opisano w rozdziale 4.1.8. Model wymaga

podania aktualnej masy rakiety oraz macierzy transformacji z ukªadu nawigacyjnego do

ukªadu rakiety, a zwraca siªy i momenty wynikaj¡ce z dziaªania grawitacji. Zespóª na-

p¦dowy wymaga podania aktualnego poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci oraz lokalnego ci±nienia

atmosferycznego, a zwraca obci¡»enia wynikaj¡ce z dziaªania silnika gªównego oraz �ag¦

informuj¡c¡ o dziaªaniu silnika. Model opisany zostaª w rozdziale 4.1.7. Obci¡»enia ae-

rodynamiczne wyznaczane s¡ zgodnie z zale»no±ciami opisanymi w rozdziale 4.1.6. Jako

dane wej±ciowe model wymaga stanu pracy silnika gªównego, aktualnego poªo»enia ±rodka

ci¦»ko±ci, pr¦dko±ci liniowej rakiety wzgl¦dem powietrza, pr¦dko±ci k¡towych, k¡tów na-

pªywu, ci±nienia dynamicznego oraz aktualnej liczby Macha. Model zwraca siªy i momenty

aerodynamiczne. Wej±ciem do modelu czujników bezwªadno±ciowych s¡ aktualne przyspie-

szenia i pr¦dko±ci k¡towe rakiety, poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci, poªo»enie i pr¦dko±¢ rakiety

w ukªadzie nawigacyjnym, k¡ty orientacji przestrzennej, macierz transformacji oraz ci-

±nienie atmosferyczne, a wyj±ciem te same parametry zaburzone przez model czujników

opisany w rozdziale 4.1.10. Zmiany charakterystyk bezwªadno±ciowych wyznaczane s¡ na

podstawie aktualnego ci¡gu silnika gªównego oraz ci¡gu poszczególnych silników korekcyj-

nych. Model zwraca aktualn¡ mas¦, poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci oraz macierz momentów

bezwªadno±ci wyznaczane zgodnie z zale»no±ciami opisanymi w rozdziale 4.1.5. Wej±ciem

do modelu ±rodowiska opisanego w rozdziale 4.1.4 s¡ pr¦dko±ci liniowe rakiety, wysoko±¢

oraz macierz transformacji. Wyj±ciem z modelu s¡ k¡ty napªywu, liczba Macha, pr¦dko±ci

linowe wzgl¦dem powietrza, ci±nienie dynamiczne, g¦sto±¢ oraz ci±nienie otoczenia. Dy-

namiczne równania ruchu opisane w rozdziaªach 4.1.2 oraz 4.1.3 wymagaj¡ podania siª i

momentów dziaªaj¡cych na rakiet¦ oraz aktualnych charakterystyk bezwªadno±ciowych.

Wyj±ciem z modelu jest peªen wektor stanu rakiety: pr¦dko±ci liniowe i k¡towe, poªo»enie

rakiety oraz k¡ty orientacji przestrzennej uzupeªnione o przyspieszenia liniowe oraz ma-

cierz transformacji. Parametry niezb¦dne do symulacji modelu zostaªy podane w rozdziale

nast¦pnym.
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Rysunek 4.3: Schemat blokowy modelu symulacyjnego opracowany w ±rodowisku Simulink

49

Model układy sterowania gazodynamicznego 

r ~ IN] 
F _g [NJ 1----"~--+l I 

M...9[Nm]l----+ll Grav,ty 
______ __. M-9[Nm] 

Grav,itatja 

Zespól napędowy 

► r cgfml 

l engineslale 

...... = ~ - • 1~_~ [~] 

o--c= ~ - PQRI 
<PQRjrad's]> 

<lll~• ~JradJ;, 

F PINI F_p[NJ 

M_p~ M_:,[Nm] 

cng_~lrlln 

Fcr:es_a,ero [N] F_,.. ["] 

Propul•ion 

F _b[NJ 

~------- <DCM [-." 

<x_ny_nŁ_n[m]> 

<lJ'>ViVl'n(rnls)> 

<PhlhotaPsi[rad]"' 

PQR (l1ldl•J ..-o.l----------.. 
PQRlrad's] m811s 

a ••J • z [mla'2J..-al----------.. 
- - .,_X B..Y B_z[m1•'2]me"" 

Model czujników inercjEllnych / INS 

(I} IMU 

X state 

a_xa_ye_z: 
n lPhThotaPsl 

• relUnVnWn 

CG [m] ~ 
W"'l "'-"J l"'l" r 

mOoJ ► 

Fp[N] 
m[kg) 

lxy l~lu[kg·m"2] l---------+--►--
l_,cyl_yz:l_,c::[<g•m•2J ~1"••properties 

s~ S)'5.l ('8>q 

<f _T 1- 32 IN]> [-.T.•-32;M~--■i1111tS~•;;iS,;;;jS._l<_a•m_l_-►u 
■ r_::g[m) 

Charakterystyki bezwładnościowe 

<UVW(rn/s]> UVW[m/s] 

.____,,_ __ _, 2 (ml 
<z_n {m)> 

DCM[·] 

F_b[NJ 

0------>1m!kg) 
<m[kg]"' 

0------+<I_XIJ l_z:[kgm"2] 
•I ~ I y I rfk~"m'21> 

<l_,:yl_yz:l_u[kg•n•2]"' l_xyl_yzl_112pq,tr'l] 

<SxSySz [<g"m]> 

<\JVW[mi:.J> 

<PQR [,ad/sJ;> 

~x_ny_n2_n(m]'" 

~Phi Theta P&i [raC)'-

<l! xsya z(mls' 2)> 

XYZ :mJ t------~ 
x_nl_n7_n [m] 

UVW[m/sJ r =~------>i 
UVW[m1s: 

PhiThotaP3ilra:IJ t------~ 
Pho · hetaPi;:1 [rad] 

PQR[radl&Jl-------f------< 
PQR[red.ls] 

V. ('1111Jt------~ 
UnVnWn['l'l/s] 

DCIIH DCM[.) 

UVW I POR 

<lin \'n Wn (mis]> X Y Z I Phi Theta Psi I a_x a_y a_2 I Un Vn Wn 
--------I------ VOalpłla beta pd Ma alpha_T rho p plli_T H 



5 Badania poligonowe Rakietowej Platformy Badaw-

czej

W ramach prac autorowi przypadªo w udziale uczestnictwo w projekcie badawczo-

rozwojowym o tytule �Opracowanie gazodynamicznego moduªu steruj¡cego, precyzyjnego

naprowadzania dla pocisku rakietowego�, �nansowanym przez Narodowe Centrum Bada«

i Rozwoju w ramach umowy nr DOB-SZAFIR/03/B/002/01/2021, w ramach programu

�Rozwój nowoczesnych, przeªomowych technologii sªu»¡cych bezpiecze«stwu i obronno±ci

pa«stwa� � SZAFIR 1, który realizowany byª w okresie 01.06.2021 r. � 31.05.2024 r. Ce-

lem projektu byªo wykonanie oraz badania demonstratora ukªadu sterowania pociskiem

rakietowym, który skªada si¦ z kilkudziesi¦ciu rakietowych silników korekcyjnych na staªy

materiaª p¦dny, zarówno od strony sprz¦tu jak i oprogramowania umo»liwiaj¡cego precy-

zyjne naprowadzania na wcze±niej zde�niowany cel naziemny. Wyposa»enie rakiety w taki

ukªad powinno znacz¡co wpªyn¡¢ na popraw¦ jej celno±ci i prawdopodobie«stwa tra�enia

celu, co umo»liwiªoby zmniejszenie niezb¦dnej ilo±ci wystrzelonych rakiet, a wi¦c równie»

zmniejszenie kosztów operacyjnych dziaªania jednostek wojskowych.

Opracowany moduª steruj¡cy wraz z algorytmami nawigacji i sterowania wyma-

gaª przetestowania w warunkach poligonowych. W tym celu opracowano tak»e Rakietow¡

Platform¦ Testow¡ (RPT) ORION. Jest to rakieta kalibru 122 mm o dªugo±ci ponad 2

m o zasi¦gu okoªo 10 km, co umo»liwia jej testowanie na poligonach wojskowych dost¦p-

nych w kraju. W czasie trwania projektu udaªo si¦ przeprowadzi¢ ª¡cznie 14 strzaªów,

które pozwoliªy na dopracowanie konstrukcji oraz przetestowanie efektywno±ci dziaªania

opracowanego moduªu steruj¡cego. Dodatkowo mo»liwe byªo przeprowadzenie wery�kacji

i walidacji opracowanego modelu symulacyjnego. Wery�kacja miaªa na celu sprawdze-

nie czy przygotowany model symulacyjny odzwierciedlaª zachowanie poruszaj¡cego si¦ z

du»¡ szybko±ci¡ i wiruj¡cego pocisku rakietowego. Wymagaª on dostarczenia danych geo-

metrycznych, masowych, osi¡gowych i aerodynamicznych obiektu. Analizie podlegaªy tra-

jektoria, orientacja oraz warto±ci pr¦dko±ci liniowych i k¡towych obiektu. Po pozytywnej

wery�kacji, proces walidacji miaª na celu sprawdzenie, czy symulowany obiekt zachowuje

si¦ jak badana rakieta ORION. Dodatkowo bazuj¡c na dost¦pnych danych telemetrycz-

nych mo»liwe byªo dostrojenie parametrów obiektu, szczególnie aerodynamicznych, aby

wynik symulacji modelu odpowiadaª z wymagan¡ dokªadno±ci¡ danym uzyskanym z te-

stów lotnych.

5.1 Wery�kacja modelu matematycznego

W próbach poligonowych braªo udziaª ª¡cznie 14 rakiet. Pierwsze sze±¢ prób po-

ligonowych miaªo na celu dopracowanie konstrukcji samej rakiety, a kolejne osiem testy

moduªu sterowania. Ka»da wyprodukowana rakieta byªa wa»ona, mierzony byª jej ±ro-
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dek ci¦»ko±ci, a tak»e gªówne momenty bezwªadno±ci. Po ustaleniu geometrii zewn¦trznej

docelowej konstrukcji wyznaczono jej charakterystyki aerodynamiczne. Zmierzono tak»e

parametry bezwªadno±ciowe silników korekcyjnych, ich ci¡g oraz ci¡g silnika gªównego.

Na podstawie ostatnich o±miu strzaªów opracowano generyczny model rakiety ORION,

uzupeªniony o dane niezb¦dne do dziaªania modelu symulacyjnego. Wery�kacja modelu

miaªa na celu sprawdzenie, czy zachowanie si¦ w locie symulowanego obiektu b¦dzie od-

powiada¢ oczekiwaniom. Jako±ciowym ocenom podlegaªy przebiegi trajektorii, pr¦dko±ci

liniowych i k¡towych oraz k¡ty orientacji przestrzennej.

5.1.1 Charakterystyki bezwªadno±ciowe

Mas¦, poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci rakiety oraz jej macierz momentów bezwªadno±ci

w chwili startu oraz po wypaleniu si¦ materiaªu p¦dnego silnika gªównego przedstawia Ta-

bela 5.1. Cz¦±¢ warto±ci zostaªo zmierzonych eksperymentalnie, takie jak masa startowa,

masa materiaªu p¦dnego, podªu»ne poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci oraz gªówne momenty bez-

wªadno±ci. Pozostaªe dane zaczerpni¦to z przygotowanego modelu CAD rakiety. Poªo»enie

±rodka ci¦»ko±ci badane byªo poprzez zawieszenie rakiety na cienkiej lince w taki sposób,

aby znalazªa si¦ ona w poªo»eniu równowagi. Momenty bezwªadno±ci zmierzono za pomoc¡

wahadªa zawieszonego na czterech linkach.

Tabela 5.1: Charakterystyki bezwªadno±ciowe rakiety ORION

Parametr Symbol Warto±¢ Jednostka �ródªo
Masa startowa m0 31, 74 Eksperyment
Masa materiaªu p¦dnego mp 6, 35

kg
Eksperyment

xcg0 0, 818 Eksperyment
ycg0 −6, 988e−4 Model CAD

Poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci
w chwili startu

zcg0 −1, 775e−4 Model CAD
xcgk 0, 932 Eksperyment
ycgk −8, 707e−4 Model CAD

Poªo»enie ±rodka ci¦»ko±ci
po wypaleniu materiaªu p¦dnego

zcgk −2, 212e−4

m

Model CAD
Ixx0 0, 069 Model CAD
Iyy0 9, 223 Eksperyment

Momenty bezwªadno±ci
w chwili startu

Izz0 9, 199 Eksperyment
Ixy0 −5408, 240e−6 Model CAD
Iyz0 220, 032e−6 Model CAD

Momenty dewiacyjne
w chwili startu

Ixz0 −183, 511e−6 Model CAD
Ixxk

0, 065 Model CAD
Iyyk 7, 272 Eksperyment

Momenty bezwªadno±ci
po wypaleniu materiaªu p¦dnego

Izzk 7, 312 Eksperyment
Ixyk −3638, 069e−6 Model CAD
Iyzk 219, 130e−6 Model CAD

Momenty dewiacyjne
po wypaleniu materiaªu p¦dnego

Ixzk 266, 195e−6

kg·m2

Model CAD
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5.1.2 Parametry zespoªu nap¦dowego

Ci¡g silnika gªównego zostaª zmierzony eksperymentalnie, wykorzystuj¡c do tego

specjalne stanowisko zwane hamowni¡. Przeprowadzono kilka eksperymentów, na podsta-

wie których oszacowano przebieg ci¡gu. Rysunek 5.1 przedstawia u±rednion¡ i wygªadzon¡

krzyw¡ ci¡gu zale»n¡ od czasu. Zaªo»ono, »e w czasie eksperymentów ci±nienie otoczenia

wynosiªo pe = 101325 Pa, a ±rednica wylotowa dyszy wynosi de = 68 mm.

Rysunek 5.1: Ci¡g silnika gªównego w funkcji czasu

5.1.3 Charakterystyki aerodynamiczne

Charakterystyki aerodynamiczne, w postaci pochodnych, zostaªy obliczone jako

funkcje liczby Macha. Wykorzystano w tym celu specjalne oprogramowanie bazuj¡ce tylko

na geometrii zewn¦trznej obiektu, które wykorzystuje w wi¦kszo±ci póª-empiryczne zale»-

no±ci w celu szacowania parametrów aerodynamicznych rakiet i pocisków. Wspóªczynniki

aerodynamiczne u»yte w modelu przedstawia Rysunek 5.2. Wewn¡trz symulacji s¡ one

interpolowane w zale»no±ci od aktualnej liczby Macha.
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(a) Wspóªczynnik oporu dla zerowego k¡ta natarcia
przy wª¡czonym silniku

(b) Wspóªczynnik oporu dla zerowego k¡ta natarcia
przy wyª¡czonym silniku

(c) Pochodna wspóªczynnika oporu po kwadracie
k¡ta natarcia

(d) Pochodna wspóªczynnika siªy normalnej po
k¡cie natarcia

(e) Pochodna tªumi¡ca wspóªczynnika siªy
normalnej po pr¦dko±ci k¡towej

(f) Pochodna wspóªczynnika momentu
pochylaj¡cego po k¡cie natarcia
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(g) Pochodna tªumi¡ca wspóªczynnika momentu
pochylaj¡cego po pr¦dko±ci k¡towej

(h) Wspóªczynnik momentu przechylaj¡cego
wymuszaj¡cy rotacj¦

(i) Pochodna tªumi¡ca wspóªczynnika momentu
przechylaj¡cego po pr¦dko±ci k¡towej

(j) Pochodna wspóªczynnika siªy bocznej wy»szego
rz¦du

(k) Pochodna wspóªczynnika momentu
przechylaj¡cego wy»szego rz¦du

(l) Pochodna wspóªczynnika momentu
odchylaj¡cego wy»szego rz¦du

Rysunek 5.2: Wspóªczynniki aerodynamiczne wykorzystywane w modelu symulacyjnym
w funkcji liczby Macha
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5.1.4 Parametry silników korekcyjnych

Charakterystyka ci¡gu pojedynczego silnika korekcyjnego w funkcji czasu przed-

stawiona zostaªa na Rysunku 5.3. Dane te uzyskano u±redniaj¡c wyniki z kilku pomiarów

przeprowadzonych na hamowni. Przebieg ci¡gu charakteryzuje si¦ stosunkowo du»¡ war-

to±ci¡ maksymaln¡, si¦gaj¡c¡ prawie 700 N, bior¡c pod uwag¦ mas¦ i wymiary ziarna, oraz

bardzo krótkim czasem palenia, rz¦du setnych cz¦±ci sekundy, co jest bardzo po»¡dan¡

cech¡ dla takich ukªadów sterowania. Dzi¦ki temu wypadkowa siªa steruj¡ca dziaªaj¡ca

na rakiet¦ zakre±la niewielki k¡t w czasie obrotu rakiety, co pozwala na osi¡gni¦cie du»ej

precyzji k¡towej strzaªu.

Rysunek 5.3: Ci¡g silnika korekcyjnego w funkcji czasu

Rakietowa platforma testowa ORION wyposa»ona zostaªa w gazodynamiczny mo-

duª steruj¡cy skªadaj¡cy si¦ ª¡cznie z 32 silniczków korekcyjnych równo rozmieszonych na

obwodzie rakiety w czterech równolegªych pªaszczyznach po 8 w ka»dej. Ka»da z pªasz-

czyzn byªa przesuni¦ta k¡towo wzgl¦dem pozostaªych o 11, 25 stopnia. Numer ka»dego

silniczka wraz z jego poªo»eniem k¡towym, poªo»eniem pªaszczyzny, w której si¦ znajduje

mierzonym od punktu referencyjnego (koniec dyszy rakiety) oraz kolejno±ci¡ uruchamia-

nia przedstawia Tabela 5.2.
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Tabela 5.2: Poªo»enie oraz kolejno±¢ uruchamiania silników korekcyjnych

Numer
silniczka

Kolejno±¢
uruchamiania

Poªo»enie k¡towe
w pªaszczy¹nie [deg]

Poªo»enie pªaszczyzny
wzgl¦dem punktu
referencyjnego [m]

1 1 0 1,1027
2 5 180 1,1027
3 3 90 1,1027
4 7 270 1,1027
5 2 45 1,1027
6 6 225 1,1027
7 4 135 1,1027
8 8 315 1,1027
9 9 22,5 1,1462
10 13 202,5 1,1462
11 11 112,5 1,1462
12 15 292,5 1,1462
13 10 67,5 1,1462
14 14 247,5 1,1462
15 12 157,5 1,1462
16 16 337,5 1,1462
17 17 11,25 1,1898
18 21 191,25 1,1898
19 19 101,25 1,1898
20 23 281,25 1,1898
21 18 56,25 1,1898
22 22 236,25 1,1898
23 20 146,25 1,1898
24 24 326,25 1,1898
25 25 33,75 1,2332
26 29 213,75 1,2332
27 27 123,75 1,2332
28 31 303,75 1,2332
29 26 78,75 1,2332
30 30 258,75 1,2332
31 28 168,75 1,2332
32 32 348,75 1,2332

Charakterystyki bezwªadno±ciowe pojedynczego silnika korekcyjnego, w postaci

masy, momentów bezwªadno±ci oraz poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci wzgl¦dem osi rakiety, które

umo»liwiaj¡ uwzgl¦dnienie wpªywu spalania materiaªu p¦dnego poszczególnych silników

na bezwªadno±¢ caªej rakiety, uzyskane z pomiarów i uzupeªnione danymi z modelu CAD

przedstawia Tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Charakterystyki bezwªadno±ciowe pojedynczego silnika korekcyjnego

Parametr Symbol Warto±¢ Jednostka �ródªo
Masa materiaªu p¦dnego msk 5, 8 g Eksperyment
Odlegªo±¢ ±rodka ci¦»ko±ci
ziarna od osi rakiety

rsk 39 mm Model CAD

Ixxsk
0, 209e−6 Model CAD

Iyysk 0, 331e−6 Model CAD
Momenty bezwªadno±ci
w ukªadzie ziarna

Izzsk 0, 331e−6

kg·m2

Model CAD

5.1.5 Parametry modelu czujników inercjalnych

Parametry czujników inercjalnych zostaªy wyznaczone na podstawie karty katalo-

gowej czujników ADIS16467 u»ytych w rakiecie [135]. Przyj¦to, »e jednostka IMU znajduje

si¦ w osi rakiety w odlegªo±ci 1, 536 m od punktu referencyjnego. Parametry wykorzysty-

wane w modelu akcelerometrów przedstawia Tabela 5.4, a w modelu giroskopów Tabela

5.5. Dodatkowo przyj¦to cz¦stotliwo±ci przekazywania parametrów nawigacyjnych przez

ukªad INS, dla k¡tów orientacji przestrzennej byªo to 25 Hz, dla poªo»enia i pr¦dko±ci 5

Hz.

Tabela 5.4: Parametry modelu akcelerometrów

Parametr Warto±¢ Jednostka
Cz¦sto±¢ wªasna 127, 32 rad/s
Wspóªczynnik tªumienia 0, 698 -
Bª¡d skali 1 m/s2

Nieprostopadªo±¢ osi σ = 0.05 deg
Przesuni¦cie zera σ = 13e−6gacc m/s2

Saturacja 40g0 m/s2

G¦sto±¢ szumu 1e−8gacc (m/s2)/
√
Hz

Okres próbkowania 200 Hz
Kwantyzacja 32 Bit

Tabela 5.5: Parametry modelu giroskopów

Parametr Warto±¢ Jednostka
Cz¦sto±¢ wªasna 116, 71 rad/s
Wspóªczynnik tªumienia 0, 698 -
Bª¡d skali 1 m/s2

Nieprostopadªo±¢ osi σ = 0, 05 deg
Przesuni¦cie zera σ = 0, 0017 deg/s
Saturacja 2000 deg/s

G¦sto±¢ szumu o± X 1, 6e−6 (deg/s)/
√
Hz

G¦sto±¢ szumu o± Y i Z 4, 2e−6 (deg/s)/
√
Hz

Okres próbkowania 200 Hz
Kwantyzacja 32 Bit
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5.1.6 Wyniki symulacji

W celu przeprowadzenia wery�kacji modelu symulacyjnego, dane przedstawione w

poprzednim rozdziale uzupeªniono o parametry zwi¡zane ze startem z wyrzutni, parame-

try ±rodowiska oraz dane miejsca startu. Przyj¦to, »e dªugo±¢ szyny wyrzutni wynosi 5, 94

m, a poªo»enie ±lizgaczy odpowiednio 0, 04m dla tylnego ±lizgacza i 0, 68m dla przedniego,

mierz¡c od punktu referencyjnego. Wyrzutnia znajdowaªa si¦ w miejscu o wspóªrz¦dnych

53, 35648 stopni szeroko±ci geogra�cznej, 15, 63743 stopni dªugo±ci geogra�cznej i wyso-

ko±ci nad elipsoid¡ WGS-84 wynosz¡cej 116 m. W czasie startu panowaªa temperatura

15oC, ci±nienie 1023 hPa, a wilgotno±¢ powietrza wynosiªa 50%. Pionowy pro�l wiatru

przedstawia Rysunek 5.4.

Rysunek 5.4: Pionowy pro�l wiatru

Po wprowadzeniu niezb¦dnych danych przeprowadzono symulacj¦ lotu rakiety. Wy-

niki symulacji przedstawia Rysunek 5.5. Cz¦±¢ (a) pokazuje przebieg skªadowych pr¦dko±ci

linowej. Rakieta rozp¦dza si¦ do ponad 460 m/s, a uderza w ziemi¦ z pr¦dko±ci¡ okoªo 230

m/s. Oscylacj¦ pr¦dko±ci poprzecznych wynikaj¡ z ruchu obrotowego rakiety. Cz¦±¢ (b)

przedstawia pr¦dko±ci k¡towe. Maksymalna pr¦dko±¢ wirowania wyniosªa ponad 4, 7 Hz.

Na cz¦±ci (c) widoczne s¡ skªadowe poªo»enia rakiety w ukªadzie nawigacyjnym. Zasi¦g

lotu wyniósª okoªo 9300 m, a maksymalna wysoko±¢ lotu niecaªe 3000 m. K¡ty orienta-

cji przestrzennej widoczne s¡ na cz¦±ci (d). Rakieta skr¦ca po starcie o okoªo 10 stopni

wzgl¦dem azymutu startowego, k¡t strzaªu wynosiª 45 stopni, a przyziemienie nast¡piªo
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pod k¡tem okoªo −60 stopni. Dwuwymiarowa oraz trójwymiarowa trajektoria rakiety

widoczne s¡ w cz¦±ci (e) oraz (f). Cz¦±¢ (g) przedstawia zmian¦ parametrów atmosfery

w czasie lotu wraz z pr¦dko±ci¡ Macha, która maksymalnie wyniosªa okoªo 1, 4. K¡ty

napªywu przedstawia cz¦±¢ (h). W cz¦±ciach od (i) do (l) przedstawiono porównanie przy-

spiesze«, pr¦dko±ci k¡towych, skªadowych poªo»enia oraz k¡tów orientacji przestrzennej

zwracanych przez model nawigacji, w kolorze czerwonym, do danych wynikaj¡cych z roz-

wi¡zania równa« ruchu, w kolorze niebieskim. Mo»na zauwa»y¢ do±¢ dobr¡ zgodno±¢ wy-

ników. Analizuj¡c otrzymane wyniki zauwa»y¢ mo»na, »e trajektoria rakiety odpowiada

krzywej balistycznej, a przebiegi pr¦dko±ci liniowych, k¡towych i k¡tów orientacji prze-

strzennej odpowiadaj¡ lotowi wiruj¡cego obiektu o du»ej pr¦dko±ci. Przedstawione wyniki

symulacji potwierdzaj¡ poprawno±¢ zaimplementowanego modelu rakiety.

(a) Skªadowe pr¦dko±ci liniowej (b) Skªadowe pr¦dko±ci k¡towej

(c) Skªadowe poªo»enia (d) K¡ty orientacji przestrzennej
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(e) Mapa lotu (f) Trajektoria lotu

(g) Parametry atmosfery (h) K¡ty napªywu

(i) Skªadowe przyspieszenia liniowego - porównanie
z modelem nawigacji

(j) Skªadowe pr¦dko±ci k¡towej - porównanie z
modelem nawigacji
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(k) Skªadowe poªo»enia - porównanie z modelem
nawigacji

(l) K¡ty orientacji przestrzennej - porównanie z
modelem nawigacji

Rysunek 5.5: Wyniki symulacji wery�kuj¡cej poprawno±¢ modelu

5.2 Opracowanie bazowego algorytmu steruj¡cego

Na potrzeby projektu, w celu przetestowania opracowanego moduªu steruj¡cego,

nale»aªo opracowa¢ algorytm sterowania i naprowadzania na nieruchomy cel naziemny.

Zdecydowano si¦ algorytm oprze¢ o klasyczne rozwi¡zania w postaci wariantu nawigacji

proporcjonalnej. Dokªadny opis algorytmu oraz metodyki jego testowania w celu zasto-

sowania na rakiecie mo»na znale¹¢ w [136]. Opracowany algorytm skªada si¦ z trzech

gªównych cz¦±ci, ekstrapolacji danych nawigacyjnych, algorytmu naprowadzania opartego

o nawigacj¦ proporcjonaln¡ oraz algorytmu wyboru silników korekcyjnych. Wej±ciami do

algorytmu s¡ czas, pr¦dko±ci liniowe w ukªadzie nawigacyjnym, skªadowe poªo»enia w

ukªadzie nawigacyjnym, pr¦dko±ci k¡towe oraz k¡ty orientacji przestrzennej. W pierwszej

kolejno±ci algorytm uwzgl¦dnia fakt, »e dane o pr¦dko±ci odnosz¡ si¦ do punktu zamoco-

wania ukªadu pomiarowego i przelicza je do poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci rakiety zgodnie ze

wzorem:

vNCG
= vNIMU

+ ω × (rCG − rIMU) (5.1)

gdzie pr¦dko±ci vNCG
i vNIMU

odnosz¡ si¦ odpowiednio do ±rodka ci¦»ko±ci i ±rodka ukªadu

pomiarowego w ukªadzie nawigacyjnym, rCG jest poªo»eniem ±rodka ci¦»ko±ci, które jest

wczytywane do algorytmu jako tabela skªadowych poªo»enia w funkcji czasu otrzymana

na podstawie symulacji, a rIMU jest poªo»eniem ukªadu pomiarowego. Du»y wpªyw na

dokªadno±¢ dziaªania caªego algorytmu ma dokªadno±¢ zadawania kierunku odpalenia sil-

nika korekcyjnego. Aby j¡ zachowa¢ wymagana jest bardzo du»a cz¦stotliwo±¢ przesyªania

danych nawigacyjnych, która nie mo»e by¢ zapewniona przez sam ukªad nawigacji. Z tego

powodu posªuguj¡c si¦ prost¡ ekstrapolacj¡ liniow¡ zwi¦kszana jest cz¦stotliwo±¢ infor-
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macji o k¡cie przechylenia oraz skªadowych poªo»enia rakiety zgodnie ze wzorami:

Φk+1 = Φk + Ts · Pk (5.2)

Xk+1 = Xk + Ts · Unk
(5.3)

Yk+1 = Yk + Ts · Vnk
(5.4)

Zk+1 = Zk + Ts ·Wnk
(5.5)

gdzie Ts jest krokiem czasowym wykonywania algorytmu, a Un, Vn,Wn s¡ skªadowymi

pr¦dko±ci ±rodka masy w ukªadzie nawigacyjnym. Algorytm ten zakªada, »e pr¦dko±ci

k¡towe i liniowe nie zmieniaj¡ si¦ pomi¦dzy krokami algorytmu i pozwala bardzo dokªad-

nie wygªadzi¢ przebiegi k¡ta przechylenia i skªadowe poªo»enia jak przedstawia Rysunek

5.6. Kolorem niebieskim zaznaczone s¡ warto±ci sygnaªów z ukªadu nawigacji, a kolorem

czerwonym warto±ci po ekstrapolacji. Zauwa»y¢ mo»na wyra¹n¡ dyskretyzacj¦ sygnaªów

niebieskich spowodowan¡ nisk¡ cz¦stotliwo±ci¡ dostarczania informacji nawigacyjnych, a

tak»e wygªadzone przebiegi sygnaªów ekstrapolowanych.

(m) K¡t przechylenia (n) X skªadowa poªo»enia

Rysunek 5.6: Porównanie danych nawigacyjnych przed i po algorytmie ekstrapolacji

Algorytm nawigacji proporcjonalnej w trzech wymiarach mo»na znale¹¢ w [137,

138, 139]. Bazuje on na zaªo»eniu, »e rakieta osi¡gnie swój cel je±li orientacja linii wizo-

wania (linii ª¡cz¡cej rakiet¦ z celem) wzgl¦dem pewnego ukªadu odniesienia nie b¦dzie si¦

zmienia¢ w czasie. Na podstawie wzgl¦dnego poªo»enia celu RTM =
[
XTM YTM ZTM

]T
wyznacza si¦ kierunek niezb¦dnego przyspieszenia normalnego do linii wizowania, aby ra-

kieta leciaªa do przewidywanego punktu spotkania z celem. Przyspieszenie to opisuje wzór:

ncmdij = NVcij λ̇ij (5.6)

gdzie i, j = x, y, z, N jest staª¡ nawigacji proporcjonalnej, Vc =
[
Vcxy Vcxz Vcyz

]T
jest
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pr¦dko±ci¡ zbli»ania, a λ̇ =
[
λ̇xy λ̇xz λ̇yz

]T
jest pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ linii wizowania. Przy-

spieszenie to wyliczane jest osobno w ka»dej pªaszczy¹nie ukªadu nawigacyjnego. Skªadowe

pr¦dko±ci zbli»ania mog¡ by¢ wyznaczone ze wzorów:

Vcxy =
XTMUn + YTMVn√

X2
TM + Y 2

TM

(5.7)

Vcxz =
XTMUn + ZTMWn√

X2
TM + Z2

TM

(5.8)

Vcyz =
YTMVn + ZTMWn√

Y 2
TM + Z2

TM

(5.9)

K¡ty linii wizowania z odpowiednimi pªaszczyznami ukªadu nawigacyjnego wyra»aj¡ wzory:

λxy = atan2 (YTM , XTM) (5.10)

λxz = atan2 (ZTM , XTM) (5.11)

λyz = atan2 (ZTM , YTM) (5.12)

Pochodne tych k¡tów wzgl¦dem czasu mo»na obliczy¢ z zale»no±ci:

˙λxy = −XTMVn − YTMUn

X2
TM + Y 2

TM

(5.13)

˙λxz = −XTMWn − ZTMUn

X2
TM + Z2

TM

(5.14)

˙λyz = −YTMWn − ZTMVn
Y 2
TM + Z2

TM

(5.15)

Nast¦pnie przyspieszenie normalne do linii wizowania z równania (5.6) musi zosta¢ prze-

transformowane do ukªadu rakiety oraz skompensowane o grawitacj¦ za pomoc¡ zale»no-

±ci:

acmd = CB
N

(
CN

LOSncmd − g
)

(5.16)

gdzie CN
LOS jest macierz¡ transformacji z ukªadu zwi¡zanego z lini¡ wizowania do ukªadu

nawigacyjnego dan¡ zale»no±ci¡:

CN
LOS =

− sin (λxy) − sin (λxz) 0

cos (λxy) 0 − sin (λyz)

0 cos (λxz) cos (λyz)

 (5.17)

Nast¦pnym krokiem algorytmu jest sprawdzenie szeregu warunków odpowiadaj¡cych za

odpalenie silników korekcyjnych. S¡ to:

1. Dany silnik korekcyjny nie zostaª jeszcze wykorzystany

2. Czas, który upªyn¡ª od chwili uruchomienia ostatniego silnika korekcyjnego tlast jest
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dªu»szy ni» warto±¢ τ ∈ (0;∞)

t− tlast > τ (5.18)

3. Silnik korekcyjny musi by¢ uruchomiony w takiej chwili czasu, aby wypadkowa siªa

ci¡gu byªa skierowana w kierunku zadanego przemieszczenia bocznego, co znaczy,

»e warto±¢ bezwzgl¦dna z ró»nicy fazy bª¦du γ i k¡ta ϕski , na którym znajduje si¦

dany silnik korekcyjny pomniejszona o k¡ty wyprzedzenia sterowania byªa mniejsza

lub równa pewnej warto±ci progowej γt:

|γ − ϕski − π − P (τd + τsk)| ≤ γt (5.19)

gdzie τd jest opó¹nieniem spªonki silnika, τsk jest czasem, po którym silnik wy-

korzysta poªow¦ swojej energii, γ = atan2
(
acmdy , acmdz

)
jest zadanym kierunkiem

dziaªania.

4. Zadziaªanie ukªadu sterowania nast¦puje, gdy warto±¢ k¡ta pochylenia pocisku Θ

jest mniejsza lub równa zadanej warto±ci Θg oraz gdy czas t mierzony od pocz¡tku

lotu jest wi¦kszy lub równy tg:

Θ ≤ Θg ∧ t ≥ tg (5.20)

5. Zadane przyspieszenie boczne osi¡gnie pewn¡ warto±¢ progow¡ ath:√(
a2cmdy

+ a2cmdz

)
≥ ath (5.21)

Algorytm wyboru silników korekcyjnych zostaª dokªadnie opisany w pozycjach [140, 141].

Ka»dy silnik korekcyjny posiada swój numer oraz k¡t na obwodzie rakiety, na którym si¦

znajduje, a tak»e kolejno±¢ uruchomienia, zgodnie z Tabel¡ 5.2. Id¡c zgodnie z t¡ kolej-

no±ci¡ dla ka»dego silnika sprawdzane s¡ warunki opisane wy»ej. Je±li wszystkie warunki

s¡ speªnione dane silnik zostaje zaznaczony jako uruchomiony, a algorytm przechodzi do

sprawdzania tych warunków dla kolejnego silnika z tabelki. Uruchomiony silnik zaczyna

produkowa¢ ci¡g zgodny Rysunkiem 5.3 po czasie równym opó¹nieniu spªonki. Po imple-

mentacji algorytmu w ±rodowisku Simulink przeprowadzono symulacj¦ jego dziaªania. W

tym celu wygenerowano trajektori¦ referencyjn¡, której ostatni punkt przyj¦to jako cel tra-

�enia, a nast¦pnie zaburzono pocz¡tkowe k¡ty strzaªu o kilka stopni i ponownie puszczono

symulacj¦ z wª¡czonym algorytmem sterowania. Wyniki lotu sterowanego przedstawiono

na Rysunku 5.7.
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(a) Skªadowe pr¦dko±ci liniowej (b) Skªadowe pr¦dko±ci k¡towej

(c) Skªadowe pr¦dko±ci liniowej (d) Skªadowe pr¦dko±ci k¡towej

(e) Skªadowe poªo»enia (f) K¡ty orientacji przestrzennej
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(g) Mapa lotu (h) Trajektoria lotu

Rysunek 5.7: Wyniki symulacji wery�kuj¡cej poprawno±¢ implementacji algorytmu
sterowania

Kolorem niebieskim oznaczono na wykresach lot niesterowany, a kolorem czerwo-

nym sterowany. Porównano przebiegi pr¦dko±ci liniowych (a), pr¦dko±ci k¡towych (b),

skªadowych poªo»enia (c) oraz k¡tów orientacji przestrzennej (d). Najwi¦kszy wpªyw

dziaªania ukªadu sterowania wida¢ na wykresie pr¦dko±ci k¡towych, gdzie pojawiaj¡ si¦

charakterystyczne oscylacj¦ wynikaj¡ce z reakcji rakiety na kolejne odpalenia silniczków.

Widoczna jest równie» zmiana k¡ta odchylenia rakiety spowodowana naprowadzaniem si¦

na cel. Zmian¦ trajektorii wynosz¡c¡ wzgl¦dem lotu niesterownego okoªo 200 m, pokazuj¡

mapy przedstawione w cz¦±ciach (e) i (f). Wynikowy bª¡d tra�enia wyniósª nieco ponad

9 m przy u»yciu wszystkich dost¦pnych silników korekcyjnych. Wykres przedstawiaj¡cy

odlegªo±¢ do punktu tra�enia w czasie lotu oraz histori¦ odpale« kolejnych silników ko-

rekcyjnych przedstawia Rysunek 5.8.
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Rysunek 5.8: Przebieg odlegªo±ci do celu w czasie (góra) oraz historia odpale« silników
korekcyjnych (dóª)

5.3 Walidacja modelu symulacyjnego

Po pozytywnej wery�kacji implementacji modelu rakiety, próby poligonowe zostaªy

wykorzystane tak»e w celu jego walidacji. Testy przeprowadzano na dwóch poligonach woj-

skowych: w O±rodku Szkolenia Poligonowego Wojsk L¡dowych w �aganiu oraz w Centrum

Szkolenia Wojsk L¡dowych w Drawsku Pomorskim. Opisywanym próbom podlegaªy dwa

egzemplarze rakiety ORION o numerach 011, testowana w Drawsku, oraz 014, testowana

w �aganiu. Rakietowa platforma testowa ORION wyposa»ona zostaªa w radiowy moduª

telemetrii, który na bie»¡co w trakcie lotu przesyªaª parametry lotu rakiety. Celem lotu nr

011 byªo sprawdzenie efektywno±ci odsterowania rakiety w jednym kierunku. W tym celu

wykorzystano uproszczony algorytm sterowania, bez algorytmu naprowadzania, którego

zadaniem byªo wystrzelenie wszystkich silników korekcyjnych w ustalon¡ wcze±niej jedn¡,

lew¡ patrz¡c wzdªu» rakiety, stron¦. Wyrzutni¦ ustawiono pod k¡tem strzaªu wynosz¡-

cym 45 stopni w elewacji, a azymut ustawiono w taki sposób, aby lot odbywaª si¦ wzdªu»

pasa taktycznego. Na przewidywanej trasie lotu ustawiono 4 maszty telemetryczne, które

miaªy za zadanie zebra¢ jak najwi¦cej danych wysyªanych przez rakiet¦ w czasie lotu.

Sterowanie miaªo zacz¡¢ si¦ mniej wi¦cej po osi¡gni¦ciu przez rakiet¦ apogeum, które

wypadaªo w okolicach 30 sekundy lotu. Lot rakiety nr 014, który odbyª si¦ na poligonie

w �aganiu, testowaª peªen algorytm sterowania przy czym cel tra�enia celowo znajdowaª

si¦ poza zasi¦giem rakiety. Wyrzutnia byªa tym razem ustawiona pod k¡tem 58 stopni w

elewacji ze wzgl¦du na krótszy obszar poligonu. Azymut lotu zostaª ustawiony tak, aby

rakieta spadªa w ustalonym przez dowódc¦ poligonu obszarze. Dane uzyskane z obu prób
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poligonowych przedstawiaj¡ Rysunek 5.9 oraz Rysunek 5.10.

(a) Pr¦dko±¢ w ukªadzie nawigacyjnym (b) Pr¦dko±ci k¡towe

(c) Przyspieszenia liniowe (d) Moduª przyspiesze« poprzecznych

(e) Mapa lotu (f) Trajektoria lotu

Rysunek 5.9: Dane telemetryczne z lotu RPT ORION nr 011
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(a) Pr¦dko±¢ w ukªadzie nawigacyjnym (b) Pr¦dko±ci k¡towe

(c) Przyspieszenia liniowe (d) Moduª przyspiesze« poprzecznych

(e) Mapa lotu (f) Trajektoria lotu

Rysunek 5.10: Dane telemetryczne z lotu RPT ORION nr 014

Cz¦±¢ (a) obu rysunków przedstawia pr¦dko±ci liniowe w ukªadzie nawigacyjnym,

które zostaªy oszacowane na podstawie trajektorii GPS. W obu przypadkach pr¦dko±¢
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maksymalna wyniosªa okoªo 500 m/s. W drugim locie oscylacj¦ na wykresie pr¦dko±ci spo-

wodowane s¡ utrat¡ cz¦±ci ramek telemetrycznych, która miaªa du»y wpªyw na dokªadno±¢

szacowania pr¦dko±ci. Cz¦±¢ (b) pokazuje pr¦dko±ci k¡towe. Mo»na zauwa»y¢ charakte-

rystyczne oscylacje podczas dziaªania ukªadu sterowania. Równie» widoczna jest utrata

ramek, szczególnie w pierwszej cz¦±ci lotu, a tak»e do±¢ du»y szum giroskopów, szczegól-

nie widoczny w kanale przechylenia. Na cz¦±ci (c) oraz (d) widoczne s¡ przyspieszenia

liniowe. Charakterystyczne piki widoczne s¡ w miejscach odpale« silników korekcyjnych.

Cz¦±ci (e) oraz (f) przedstawiaj¡ trajektorie rakiet naniesione na map¦ wraz z punktami

odpale« silników korekcyjnych. Widoczne jest na nich ugi¦cie trajektorii pod wpªywem

dziaªania ukªadu sterowania. Obie próby zako«czyªy si¦ peªnym sukcesem, ukªady ste-

rowania zadziaªy w poprawny sposób, a uzyskane z lotów dane posªu»yªy do poprawy

jako±ci i dokªadno±ci modelu symulacyjnego.

Parametrami, które bardzo wpªywaj¡ na osi¡gi rakiety oraz jej zachowanie w lo-

cie, a które jest stosunkowo trudno otrzyma¢ s¡ charakterystyki aerodynamiczne. Kilka

ostatnich lotów zostaªo wykorzystanych w celu identy�kacji niektórych parametrów aero-

dynamicznych. W tym celu wykorzystano autorskie oprogramowanie stworzone na bazie

ksi¡»ki [142]. Oprogramowanie to implementuje metod¦ bª¦du wyj±cia oraz metod¦ bª¦du

�ltra pozwalaj¡c na dopasowanie parametrów modelu, gªównie charakterystyk aerodyna-

micznych, w taki sposób, aby wyj±cia symulacji odpowiadaªy danym eksperymentalnym.

Wyniki dziaªania oprogramowania mo»na znale¹¢ w artykule [143]. Do identy�kacji wy-

brano cztery loty z najlepszym pod wzgl¦dem jako±ci zestawem danych telemetrycznych.

Szacowaniu podlegaªy gªównie wspóªczynnik oporu oraz momentu przechylaj¡cego jako

funkcje liczby Macha, ale równie» niektóre inne wspóªczynniki. Porównywano warto±ci

przyspieszenia podªu»nego, pr¦dko±ci k¡towej przechylania, skªadowych poªo»enia oraz

pr¦dko±ci w ukªadzie nawigacyjnym. Wyniki identy�kacji przedstawia Rysunek 5.11.

(a) Przyspieszenia liniowe (b) Pr¦dko±ci k¡towe
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(c) Skªadowe poªo»enia w ukªadzie nawigacyjnym (d) Pr¦dko±ci liniowe w ukªadzie nawigacyjnym

Rysunek 5.11: Wyniki dopasowania modelu po identy�kacji charakterystyk
aerodynamicznych

Cz¦±¢ (a) Rysunku 5.11 przedstawia przyspieszenie liniowe podªu»ne. Widoczny na

osi X czas jest to zª¡czony czas wszystkich czterech zestawów danych. Charakterystyczne

piki przedstawiaj¡ moment dziaªania silnika gªównego. Cz¦±¢ (b) przedstawia pr¦dko±¢

k¡tow¡ przechylania, a cz¦±ci (c) i (d) odpowiednio skªadowe poªo»enia i pr¦dko±ci w

ukªadzie nawigacyjnym. Kolorem niebieskim oznaczone s¡ dane telemetryczne, a kolorem

czerwonym odpowied¹ modelu. Po procesie identy�kacji widoczne jest do±¢ dobre dopa-

sowanie obu krzywych na wszystkich wykresach. Proces ten pozwoliª dostroi¢ wspóªczyn-

niki aerodynamiczne modelu w taki sposób, aby model jeszcze lepiej potra�ª przewidywa¢

zachowanie rakiety w locie. Po wprowadzeniu zaktualizowanych danych do modelu symu-

lacyjnego przeprowadzono symulacje maj¡ce na celu sprawdzenie dokªadno±ci odwzoro-

wania rzeczywistej trajektorii rakiety przez model. Na Rysunku 5.12 przedstawiono mapy

trajektorii z telemetrii oraz z symulacji z nowymi wspóªczynnikami aerodynamicznymi.

(a) Dane dla lotu RPT ORION nr 011
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(b) Dane dla lotu RPT ORION nr 014

Rysunek 5.12: Porównanie trajektorii rzeczywistej z symulacj¡ po procesie identy�kacji

Rysunek 5.12 (a) przedstawia porównanie trajektorii z zapisów telemetrii oraz z

modelu. Odlegªo±¢ punktu l¡dowania z modelu od punktu l¡dowania z telemetrii wynosi

176, 53 m. Czas lotu ró»ni si¦ o −0, 14 s. Ró»nica maksymalnej pr¦dko±ci post¦powej

wyniosªa 10, 7 m/s, a maksymalnej pr¦dko±ci k¡towej −0, 77 Hz. Maksymalne przyspie-

szenie startowe ró»niªo si¦ o 3, 48 g. Symulacja przewidziaªa apogeum wy»sze o 53, 11 m,

a zasi¦g mniejszy o 113, 58 m. W przypadku tego strzaªu trajektoria z telemetrii schodzi

z kursu troch¦ wcze±niej ni» przewidywaª model, natomiast ponownie ugi¦cie trajektorii

jest bardzo zbli»one dla obu przypadków. Model przewidziaª nieco mniejszy zasi¦g rakiety.

Trzeba wzi¡¢ pod uwag¦, »e w czasie tego strzaªu wiaª do±¢ silny wiatr, którego dokªadnej

pr¦dko±ci i kierunku nie daªo si¦ uwzgl¦dni¢ w modelu. Dla danych z Rysunku 5.12 (b)

odlegªo±¢ punktu l¡dowania z modelu od punktu l¡dowania z telemetrii wynosi 324, 14

m. Czas lotu ró»ni si¦ o −0, 06 s. Ró»nica maksymalnej pr¦dko±ci post¦powej wyniosªa

54, 21 m/s, a maksymalnej pr¦dko±ci k¡towej −0, 48 Hz. Maksymalne przyspieszenie star-

towe ró»niªo si¦ o −6, 89 g. Symulacja przewidziaªa apogeum ni»sze o 15, 28 m, a zasi¦g

mniejszy o 309, 75 m. Obie trajektorie bardzo dobrze pokazuj¡ zagi¦cie trajektorii wyni-

kaj¡ce z dziaªania ukªadu sterowania. Obie trajektorie praktycznie si¦ pokrywaj¡ w rzucie

z góry. Analizuj¡c wyniki obu porówna« mo»na uzna¢, »e dokªadno±¢ modelu jest satys-

fakcjonuj¡ca, bior¡c pod uwag¦ trudno±¢ szacowania wiatru oraz stosunkowo niewielk¡

ilo±¢ strzaªów pozwalaj¡c¡ na dokªadniejsz¡ identy�kacj¦ modelu. Stwierdzono wi¦c, »e

walidacja przygotowanego modelu wraz danymi przebiegªa poprawnie.

5.4 Wyznaczenie efektywno±ci moduªu steruj¡cego

Maj¡c do dyspozycji dokªadny model rakiety wraz z danymi wej±ciowymi oraz

opracowany i przetestowany algorytm naprowadzania i sterowania, opisany w rozdziale
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5.2, przyst¡piono do wyznaczenia mo»liwo±ci redukcji dyspersji miejsc upadku rakiety.

Na podstawie pomiarów charakterystyk bezwªadno±ciowych ostatnich o±miu jednakowych

konstrukcji, pomiarów ci¡gu silnika gªównego oraz silniczków korekcyjnych oszacowano

niepewno±ci tych parametrów pod przeprowadzenie symulacji Monte Carlo. Dodatkowo

oszacowano tak»e niepewno±ci charakterystyk aerodynamicznych, niepewno±ci dla pro-

�lu pr¦dko±ci i kierunku wiatru oraz wyznaczono rzeczywiste odchylenie k¡tów zej±cia

z wyrzutni wzgl¦dem jej pocz¡tkowego ustawienia. Symulacje Monte Carlo polegaªy na

puszczeniu wielu przypadków, w ka»dym z nich losuj¡c parametry modelu korzystaj¡c z

odpowiedniego rozkªadu, najcz¦±ciej normalnego, na podstawie przyj¦tych odchyle« stan-

dardowych. Przeprowadzono 1000 symulacji dla przypadku niesterowanego oraz sterowa-

nego z u»yciem opisanego wy»ej algorytmu sterowania. Wyznaczono dyspersj¦ dla rakiety

dysponuj¡cej 32 silnikami korekcyjnymi. Wyniki przedstawiono na Rysunku 5.13.

(a) Dyspersja dla lotów niesterowanych (b) Dyspersja dla lotów sterowanych

Rysunek 5.13: Dyspersja miejsc upadku

Cz¦±¢ (a) Rysunku 5.13 przedstawia rozrzuty dla przypadku niesterowanego, a

cz¦±¢ (b) dla przypadku sterowanego. Czerwony diament jest celem tra�enia, niebieskie

punkty oznaczaj¡ miejsca upadku ka»dej z 1000 rakiet, a kolorowe okr¦gi oznaczaj¡ pa-

rametr zwany koªowym bª¦dem tra�enia CEPx (ang. Circular Error Probable). Jest to

promie« okr¦gu w który zawiera si¦ x% tra�e«. Najszerzej spotykan¡ miar¡ s¡ CEP50

oraz CEP83. Dodatkowo pokazano tak»e warto±¢ CEP99 traktuj¡c j¡ jako wszystkie tra-

�enia, z pomini¦ciem warto±ci wyra¹nie ostaj¡cych. Mo»na zauwa»y¢ dla przypadku (a),

promie« CEP50 wyniósª okoªo 300 m, CEP83 okoªo 600 m, a CEP99 ponad 1 km. Przy

wykorzystaniu 32 silniczków z algorytmie steruj¡cym udaªo si¦ osi¡gn¡¢ redukcj¦ warto±ci

CEP50 o prawie 80%, warto±ci CEP83 o okoªo 60%, a CEP99 o niecaªe 30%. Warto±¢ CEP50

znajduje si¦ poni»ej 100 metrów co uznaje si¦ za dobry rezultat. Celem algorytmu opra-

cowanego w niniejszej pracy b¦dzie otrzymanie mniejszych lub porównywalnych warto±ci

bª¦dów CEP zachowuj¡c lub zmniejszaj¡c liczb¦ wykorzystanych silników korekcyjnych.
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6 Optymalizacja

Maj¡c opracowany, zwery�kowany i zwalidowany model symulacyjny przyst¡piono

do przygotowania metody optymalizacji w celu uzyskania sterowania, które powinno za-

pewni¢ tra�enie w cel z wymagan¡ dokªadno±ci¡ oraz zu»ycie w tym celu minimalnej liczby

silników korekcyjnych. Jak zaznaczono we wst¦pie speªnienie drugiego warunku uniemo»-

liwiaªo bezpo±rednie wyznaczenie czasów i kierunków odpale« silników korekcyjnych, gdy»

to wymagaªoby znajomo±ci ich liczby. Dodatkowo zaªo»eniem byªo wykorzystanie metod

optymalizacyjnych dedykowanych dla funkcji ci¡gªych. Z tego wzgl¦du niezb¦dna byªa

zamiana ukªadu sterowania z dyskretnego na ci¡gªy, który mógªby nast¦pnie podlega¢

optymalizacji. W tym celu dyskretne impulsy odpale« silników korekcyjnych zamieniono

na dwa parametry steruj¡ce U1 oraz U2, które maj¡ mo»liwo±¢ generowa¢ ci¡g w dwóch

prostopadªych kierunkach, zgodnie z osiami yNB oraz zNB ukªadu niewiruj¡cego, w obie

strony, mog¡ wi¦c przyjmowa¢ warto±ci dodatnie oraz ujemne. Sytuacj¦ t¦ przedstawiono

na Rysunku 6.1.

Rysunek 6.1: Parametry steruj¡ce podlegaj¡ce optymalizacji

Ze wzgl¦du na zmian¦ charakterystyki sterowania zdecydowano si¦ zaniedba¢ wpªyw

charakterystyk bezwªadno±ciowych silników korekcyjnych. Zaªo»ono, »e ci¡g generowany

przez parametry steruj¡ce U1, U2 nie powoduje ubytku masy rakiety. Przyj¦to równie», »e

oba parametry dziaªaj¡ w jednej pªaszczy¹nie w odlegªo±ci rsk od punktu referencyjnego

(ko«ca dyszy rakiety). Zdecydowano si¦ tak»e, bez utraty ogólno±ci, wykonywa¢ obliczenia

dla atmosfery standardowej bez uwzgl¦dniania wpªywu wilgotno±ci powietrza. Pomini¦to

równie» model czujników bezwªadno±ciowych, zaªo»ono do oblicze« optymalizacyjnych,

»e algorytmy steruj¡ce dysponuj¡ idealnymi danymi dotycz¡cymi stanu rakiety. Wpªyw

zaªo»enia o niewa»ko±ci ukªadu sterowania na zmian¦ parametrów lotu rakiety pokazuje
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Rysunek 6.2. Do oblicze« u»yto symulacji z impulsowym ukªadem sterowania, gdzie w

trakcie lotu wykorzystano 32 silniki steruj¡ce.

(a) Skªadowe pr¦dko±ci liniowej (b) Skªadowe pr¦dko±ci k¡towej

(c) Skªadowe poªo»enia (d) K¡ty orientacji przestrzennej

Rysunek 6.2: Wyniki porównania wpªywu nie uwzgl¦dniania zmian charakterystyk
bezwªadno±ciowych ukªadu sterowania na lot rakiety

Wykresy na Rysunku 6.2 przedstawiaj¡ ró»nice mi¦dzy warto±ciami poszczegól-

nych parametrów dla symulacji uwzgl¦dniaj¡cej i nieuwzgl¦dniaj¡cej zmian¦ masy rakiety

spowodowan¡ dziaªaniem ukªadu sterowania. Przedstawione zostaªy skªadowe pr¦dko±ci

liniowej i k¡towej rakiety, skªadowe poªo»enia w ukªadzie nawigacyjnym oraz k¡ty orienta-

cji przestrzennej. Ró»nica mi¦dzy miejscami upadku rakiety w obu symulacjach wyniosªa

nieco ponad 1 metr. Na wykresach pr¦dko±ci liniowych, k¡towych oraz k¡tów orientacji

przestrzennej widoczne s¡ niewielkie oscylacje wyst¦puj¡ce w ko«cowej fazie lotu, które

wynikaj¡ z przesuni¦cia fazowego warto±ci tych parametrów zwi¡zanego z wirowaniem ra-

kiety. Nie ma to jednak du»ego wpªywu na wyniki co pokazuje ró»nica odlegªo±ci mi¦dzy

tra�eniami. Uznano, »e skorzystanie z tych zaªo»e« upraszczaj¡cych jest zasadne.
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6.1 Okre±lenie funkcji kosztu

Celem optymalizacji jest wyznaczenie warto±ci parametrów steruj¡cych w ka»dej

chwili czasu w taki sposób, aby uzyska¢ tra�enie w cel oraz zu»y¢ minimaln¡ ilo±¢ energii.

Funkcj¦ kosztu sformuªowano wi¦c w nast¦puj¡cej postaci:

min
u(t)

J(u(t)) =
∣∣Xu(t) −Xcmd

∣∣2 + ∫ Tf

0

u(t)2dt (6.1)

gdzie u(t) jest wektorem parametrów steruj¡cych zale»nych od czasu,Xu(t) =
[
X Y Z

]T
opisuje wspóªrz¦dne miejsca upadku rakiety zale»ne od sterowania, a wspóªrz¦dne celu

oznaczone zostaªy jako Xcmd =
[
Xcmd Ycmd Zcmd

]T
. Zdecydowano si¦ jako koszt ko«-

cowy zada¢ kwadrat z moduªu ró»nicy tych wektorów zamiast zwykªej normy euklidesowej,

poniewa» przy liczeniu gradientu pojawiaj¡cy si¦ w mianowniku pierwiastek powodowaªby

niezde�niowanie problemu przy d¡»eniu tego czªonu do zera. Kwadrat normy euklidesowej

nie powoduje tych problemów. Koszt ci¡gªy jest to caªka z kwadratu ci¡gu ukªadu steru-

j¡cego po czasie. Zagadnienie w takiej postaci jest bardzo trudne do obliczenia, gdy» przy

locie trwaj¡cym okoªo 50 sekund, maj¡c dwa parametry steruj¡ce oraz krok czasowy in-

tegracji wynosz¡cy 0.001 sekundy liczba parametrów optymalizacyjnych wyniosªaby 100

tysi¦cy. Aby zmniejszy¢ wymiar problemu zdecydowano si¦ po pierwsze sterowa¢ tylko

w fazie opadania rakiety, co równie» na starcie miaªo ograniczy¢ ilo±¢ zu»ytej energii, a

tak»e zastosowano kawaªkami staª¡ dyskretyzacj¦ parametrów steruj¡cych, przedstawion¡

na Rysunku 6.3.

Rysunek 6.3: Kawaªkami staªa dyskretyzacja parametrów steruj¡cych
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Polega ona na podzieleniu okresu opadania rakiety na pewn¡ ilo±¢ przedziaªów i

zaªo»eniu, »e w tych przedziaªach parametry steruj¡ce maj¡ warto±¢ staª¡. Optymalizacji

podlegaªy wtedy tylko warto±ci tych parametrów w ka»dym z przedziaªów. Po kilku testach

zdecydowano si¦ na u»ycie 50 przedziaªów co daªo ª¡cznie 100 zmiennych optymalizacyj-

nych. Dodatkowo rozwi¡zywane zagadnienie posiada nieustalony czas ko«cowy. Symulacja

ko«czy si¦ w momencie uderzenia rakiety w ziemi¦, wi¦c czas ko«cowy zmienia si¦ z itera-

cji na iteracj¦. Aby unikn¡¢ problemów mog¡cych wynika¢ z tego zjawiska, pod¡»aj¡c za

procedur¡ opisan¡ w [144], zamieniono granic¦ caªkowania z przedziaªu T ∈ (T0;Tf ), gdzie

T0 jest pocz¡tkowym czasem symulacji, na przedziaª jednostkowy T ∈ (0; 1) dodaj¡c czas

ko«cowy do parametrów optymalizacyjnych. Powoduje to, »e liczba iteracji w procedurze

caªkowania za ka»dym razem jest taka sama, zmienia si¦ natomiast krok caªkowania. Po

zastosowanych przeksztaªceniach funkcja kosztu przybraªa posta¢:

min
uk,Tf

J(uk, Tf ) =
∣∣Xuk,Tf −Xcmd

∣∣2 + Tf

∫ 1

0

u2
kdt (6.2)

gdzie uk =
[
u1 u2 . . . u50

]T
, ui =

[
uV = U1 uH = U2

]T
jest wektorem parametrów

steruj¡cych, którego ka»dy element skªada si¦ z parametru w pªaszczyznach poziomej i

pionowej.

6.2 Przygotowanie ±rodowiska

Obliczenia optymalizacyjne zdecydowano si¦ przeprowadzi¢ z u»yciem otwartego

oprogramowania IPOPT (Interior Point OPTimizer) [145, 146]. Jest ono w caªo±ci napi-

sane w j¦zyku C++ i umo»liwia rozwi¡zywanie nieliniowych problemów optymalizacyj-

nych z wi¦zami o du»ej liczbie zmiennych. Metoda obliczeniowa opiera si¦ na algorytmie

punktu wewn¦trznego (ang. Interior Point), który przeksztaªca zadanie z ograniczeniami

w szereg problemów bez ogranicze«, minimalizowanych iteracyjnie. Krok optymalizacji

dobierany jest korzystaj¡c z metody �ltra. Dodatkowo wykorzystano oprogramowanie

ADOL-C sªu»¡ce do automatycznego ró»niczkowania funkcji w j¦zyku C++. Korzysta

ono z wbudowanych w ten j¦zyk mo»liwo±ci przeci¡»ania operatorów i funkcji matema-

tycznych w celu wyznaczania gradientów, jakobianów i hesjanów [147, 148]. Korzystanie z

metody automatycznego ró»niczkowania znacz¡co zwi¦ksza dokªadno±¢ oblicze« optyma-

lizacyjnych, gdy» zapewnia analityczn¡, poza bª¦dem maszynowym, dokªadno±¢ wyzna-

czania pochodnych [149, 150]. Aby móc rozpocz¡¢ obliczenia wymagane byªo przeniesienie

modelu symulacyjnego rakiety z Simulinka do j¦zyka C++. Aby zachowa¢ kontrol¦ nad

kodem i upewni¢ si¦, »e b¦dzie on zwracaª takie same wyniki po tªumaczeniu zdecydo-

wano si¦ na jego r¦czne przepisanie. Porównanie wyników dziaªania symulacji z Simulinka

i kodu C++ przedstawia Rysunek 6.4.
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(a) Skªadowe pr¦dko±ci liniowej (b) Skªadowe pr¦dko±ci k¡towej

(c) Skªadowe poªo»enia (d) K¡ty orientacji przestrzennej

Rysunek 6.4: Wyniki porównania dziaªania modeli symulacyjnych w ±rodowisku
Simulink i j¦zyku C++

Porównywano ponownie skªadowe pr¦dko±ci liniowych, k¡towych, skªadowe poªo»e-

nia w ukªadzie nawigacyjnym oraz k¡ty orientacji przestrzennej. Ró»nica mi¦dzy upadkiem

rakiety w obu symulacjach (Simulink i C++) wyniosªa niecaªe 10 metrów. Na wykresach

pr¦dko±ci liniowych, k¡towych oraz k¡tów orientacji przestrzennej widoczne s¡ niewielkie

oscylacje zwi¦kszaj¡ce amplitud¦ w miar¦ lotu rakiety, które wynikaj¡ z przesuni¦cia fa-

zowego warto±ci tych parametrów zwi¡zanego z wirowaniem rakiety. Ró»nica w punkcie

upadku wynika¢ mo»e z innego dziaªania niektórych funkcji, na przykªad trygonometrycz-

nych [151], a tak»e procedury caªkowania i rozwi¡zywania równa« liniowych, które mog¡

ró»ni¢ si¦ mi¦dzy dwoma j¦zykami. Stwierdzono, »e tak maªe ró»nice nie powinny mie¢

wpªywu na dokªadno±¢ oblicze«, szczególnie bior¡c pod uwag¦ dokªadno±¢ samego modelu

wzgl¦dem danych telemetrycznych.
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6.3 Procedura optymalizacji

Optymalizacja przygotowanej funkcji kosztu realizowana b¦dzie w dwóch warian-

tach nazwanych tutaj metodami bezpo±redni¡ i po±redni¡. Obie metody zostan¡ porów-

nane pod wzgl¦dem czasu oblicze«, dokªadno±ci rozwi¡zania i stosowalno±ci do opraco-

wanego zagadnienia. W metodzie bezpo±redniej problem ten zostanie sformuªowany jako

zagadnienie programowania nieliniowego i rozwi¡zany bezpo±rednio wykorzystuj¡c gra-

dient funkcji celu. W metodzie po±redniej wykorzystana zostanie teoria sterowania opty-

malnego pod postaci¡ Zasady Maksimum Pontryagina [152] w celu otrzymania wzoru

na gradient funkcji celu. Jest to jedno z fundamentalnych narz¦dzi w teorii sterowania

optymalnego, sformuªowane w latach 50 ubiegªego wieku jako warunek konieczny opty-

malno±ci dla problemów z wi¦zami dynamicznymi. Dla ukªadu dynamicznego opisanego

równaniami ró»niczkowymi:

ẋ(t) = f(x(t),u(t), t), x(t0) = x0 (6.3)

gdzie x(t) jest wektorem stanu zale»nym od czasu t, a u(t) wektorem sterowa«, gdzie

celem jest minimalizacja kosztu danego jako:

J(u) = Φ (x(Tf )) + L (x(t),u(t), t) (6.4)

skªadaj¡cego si¦ z kosztu ko«cowego Φ(. . . ) oraz kosztu ci¡gªego L(. . . ), gdzie Tf jest

czasem ko«cowym, mo»na wprowadzi¢ funkcj¦ Hamiltona opisan¡ równaniem:

H(x,u,λ, t) = L (x(t),u(t), t) + λ⊤f (x(t),u(t), t) (6.5)

gdzie wektor λ(t) oznacza zmienne sprz¦»one zwane wspóªczynnikami Lagrange'a. Zasada

maksimum mówi, »e optymalne sterowanie w ka»dej chwili czasu maksymalizuje funkcj¦

Hamiltona. Warunki konieczne optymalno±ci wynikaj¡ce z tej zasady mo»na przedstawi¢

jako:

ẋ(t) =
∂H

∂λ
(6.6)

λ̇(t) = −∂H
∂x

(6.7)

u∗(t) = argmax
u∈U

H(x∗(t),u,λ(t), t) (6.8)

gdzie u∗(t) jest sterowaniem optymalnym, a x∗(t) odpowiadaj¡c¡ mu trajektori¡ opty-

maln¡.
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6.3.1 Metoda bezpo±rednia

Oprogramowanie IPOPT wymaga zde�niowania problemu optymalizacyjnego w

postaci klasy j¦zyka C++. Wymagane jest sprecyzowanie wymiaru problemu, ilo±ci zmien-

nych optymalizacyjnych, ilo±ci i rodzaju wi¦zów, a tak»e metod wyznaczaj¡cych warto±¢

funkcji kosztu oraz jej gradientu i hesjanu. W metodzie bezpo±redniej warto±¢ funkcji

kosztu wyznaczana jest z równania (6.2), a jej gradient obliczany jest z wykorzystaniem

oprogramowania ADOL-C, które zapami¦tuj¡c operacje matematyczne wykonywane w

trakcie wyliczania warto±ci funkcji od razu zwraca jej gradient. Hesjan zostaª aproksy-

mowany przez ±rodowisko IPOPT. Warto±ci parametrów steruj¡cych byªy normalizowane

przez maksymaln¡ warto±¢ ci¡gu do warto±ci z przedziaªu ui ∈ (−1; 1) i takie wi¦zy zo-

staªy na nie naªo»one. Czas ko«cowy równie» ograniczany byª do przedziaªu Tf ∈ (0, 50),

aby unikn¡¢ nierzeczywistych rozwi¡za«. Procedura oblicze« w celu otrzymania wyniku

optymalizacji przedstawiona jest schematycznie na Rysunku 6.5.

Rysunek 6.5: Schemat procedury optymalizacji

Pierwszym krokiem byªo wyznaczenie celu tra�enia. Realizowano to poprzez sy-

mulowanie tak zwanej trajektorii referencyjnej. Ustawiano wyrzutnie na ustalone k¡ty

strzaªu, 0o azymutu i 45o elewacji, oraz u»ywano danych odnosz¡cych si¦ do generycznego

modelu rakiety opisanych w rozdziale 5. Rakieta nie byªa sterowana. W trakcie symulacji

wektor stanu rakiety x, skªadaj¡cy si¦ z trzech skªadowych pr¦dko±ci liniowych, k¡towych,

poªo»enia w ukªadzie nawigacyjnym oraz k¡tów orientacji przestrzennej, propagowany byª

w czasie z u»yciem metody caªkowania Rungego-Kutty czwartego rz¦du, zwanej potocznie

metod¡ RK4, z krokiem caªkowania wynosz¡cym 0,001 sekundy. Równanie, które podle-

gaªo caªkowaniu ma posta¢:

ẋ = f (t,x(t),uk(t)) (6.9)

gdzie f (. . . ) jest funkcj¡ prawych stron opisuj¡c¡ model rakiety zale»n¡ w ogólno±ci od

czasu t, stanu rakiety x(t) oraz sterowania uk(t). Symulacja ko«czyªa si¦ w momencie

uderzenia rakiety w ziemie i ten punkt zapisywany byª jako cel Xcmd. Nast¦pnie pocz¡t-

kowe k¡ty strzaªu, a tak»e parametry modelu rakiety takie jak charakterystyki bezwªad-
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no±ciowe, wspóªczynniki aerodynamiczne, ci¡g silnika gªównego oraz pr¦dko±¢ i kierunek

wiatru byªy zaburzane wykorzystuj¡c rozkªad normalny. Jako warto±¢ ±redni¡ przyjmo-

wano warto±¢ dla danych rakiety generycznej, a odchylenia standardowe dane jako war-

to±ci bezwzgl¦dne lub procent warto±ci ±redniej okre±lano zgodnie z Tabel¡ 6.1.

Tabela 6.1: Warto±ci zaburze« parametrów modelu rakiety

Parametr Odchylenie standardowe
K¡t azymutu [deg] 1
K¡t elewacji [deg] 0, 66
Pr¦dko±¢ wiatru [m/s] 3
Kierunek wiatru [deg] 15
Wspóªczynnik CX0off

[-] 0, 5%
Wspóªczynnik CX0on

[-] 1%
Wspóªczynnik CXα2 [-] 0, 5%
Wspóªczynnik CNα [-] 5%
Wspóªczynnik CNQ

[-] 5%
Wspóªczynnik Cmα [-] 5%
Wspóªczynnik CmQ

[-] 5%
Wspóªczynnik ClP [-] 0, 5%
Wspóªczynnik Clδ [-] 0, 5%
Wspóªczynnik CYγα [-] 0, 5%
Wspóªczynnik Clγα [-] 0, 5%
Wspóªczynnik Cnγα [-] 0, 5%
Ci¡g maksymalny [N] 1%
Czas dziaªania silnika [s] 1%
Odchylenie ci¡gu od osi ΘT [deg] 0, 01
Kierunek odchylenia ci¡gu ΦT [deg] 0− 360 (jednorodny)
Masa startowa m0 [kg] 0, 2753
Masa paliwa mp [kg] 0, 116
Wspóªrz¦dna CG xcg0 [m] 0, 00565
Wspóªrz¦dna CG ycg0 [m] 2%
Wspóªrz¦dna CG zcg0 [m] 2%
Wspóªrz¦dna CG xcgk [m] 0, 0038
Wspóªrz¦dna CG ycgk [m] 2%
Wspóªrz¦dna CG zcgk [m] 2%
Moment gªówny Ix0 [kgm

2] 2%
Moment gªówny Iy0 [kgm

2] 0, 0544
Moment gªówny Iz0 [kgm

2] 0, 1006
Moment dewiacyjny Ixy0 [kgm

2] 2%
Moment dewiacyjny Iyz0 [kgm

2] 2%
Moment dewiacyjny Ixz0 [kgm

2] 2%
Moment gªówny Ixk

[kgm2] 0, 00367
Moment gªówny Iyk [kgm2] 0, 07211
Moment gªówny Izk [kgm2] 0, 04267
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Parametr Odchylenie standardowe
Moment dewiacyjny Ixyk [kgm2] 2%
Moment dewiacyjny Iyzk [kgm2] 2%
Moment dewiacyjny Ixzk [kgm2] 2%

Korzystaj¡c z nowych parametrów modelu ponownie przeprowadzano symulacj¦

lotu rakiety wykorzystuj¡c metod¦ RK4 z krokiem caªkowania wynosz¡cym 0,001 sekundy.

Symulacj¦ ko«czono w momencie osi¡gni¦cia przez rakiet¦ apogeum, gdy» jak zaznaczono

wcze±niej sterowanie miaªo mie¢ miejsce tylko w fazie opadania rakiety. Stan rakiety w apo-

geum (T0,x0) byª zapisywany i wykorzystywany jako warunki pocz¡tkowe dla symulacji w

czasie oblicze« optymalizacyjnych. Oszcz¦dzano w ten sposób czas oblicze« nie symuluj¡c

niepotrzebnie pierwszej poªowy lotu, która i tak w ka»dej iteracji nie podlegaªaby »adnym

zmianom. Maj¡c warunki pocz¡tkowe dla symulacji przyst¦powano do rozwi¡zania pro-

blemu optymalizacyjnego. Pocz¡tkowe warto±ci parametrów steruj¡cych ui miaªy warto±¢

zerow¡, czyli optymalizacja rozpoczynaªa si¦ od lotu niesterowanego. Pocz¡tkow¡ warto±¢

czasu ko«cowego Tf ustawiano jako czas lotu dla trajektorii referencyjnej. Jak opisano

wcze±niej, poniewa» czas ko«cowy symulacji nie byª warto±ci¡ staª¡ i równie» podlegaª

optymalizacji, nale»aªo przeksztaªci¢ procedur¦ caªkowania. Wprowadzono wi¦c bezwy-

miarowy czas symulacji τ ∈ (0; 1) w miejsce czasu t ∈ (T0;Tf ) co powodowaªo zmian¦ w

równaniu (6.9). Pochodn¡ po czasie zast¡piono pochodn¡ po parametrze τ uzyskuj¡c:

dx

dτ
= Tf f (τ,x(τ),uk(τ)) (6.10)

Ze wzgl¦du na to, »e granice caªkowania byªy ustalone, liczba iteracji caªkowania w ka»dej

iteracji optymalizacyjnej równie» byªa taka sama i miaªa warto±¢ 3000. Zakªadaj¡c, »e

czas lotu opadaj¡cego wynosiª ±rednio 25 sekund dawaªo to krok czasowy w okolicach

0, 008 sekundy. W ka»dej iteracji wyznaczana byªa warto±¢ funkcji kosztu, obliczany byª

jej gradient i wypracowywane byªy warto±ci parametrów steruj¡cych oraz czasu ko«cowego

do momentu osi¡gni¦cia zbie»no±ci w obliczeniach lub przekroczenia maksymalnej liczby

iteracji optymalizacyjnych. Funkcja kosztu przedstawiona w równaniu (6.2) skªada si¦ z

dwóch cz¦±ci: kosztu ko«cowego Φ (x(Tf )) i kosztu ci¡gªego L (u, Tf ) danych wzorami:

Φ (x(Tf )) =
∣∣Xuk,Tf −Xcmd

∣∣2 (6.11)

L (uk, Tf ) = Tf

N=100∑
k=1

u2kdt (6.12)

Oba czªony stoj¡ ze sob¡ niejako w sprzeczno±ci, gdy» minimalizacja odlegªo±ci od celu

wymaga u»ycia sterowania, a d¡»enie do minimalizacji energii mo»e powodowa¢ wi¦kszy

bª¡d tra�enia. Jedn¡ z metod obej±cia mo»liwego problemu, który mo»e z tego wynika¢

byªa wspomniana wcze±niej normalizacja parametrów steruj¡cych przez podzielenie ich
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przez maksymaln¡ warto±¢ ci¡gu silnika korekcyjnego. Miaªo to spowodowa¢, »e obie cz¦±ci

funkcji kosztu b¦d¡ miaªy podobny rz¡d wielko±ci, wi¦c »adna z cz¦±ci nie byªaby bardziej

preferowana do minimalizacji. Kolejnym sposobem byªo rozbicie optymalizacji na dwie

cz¦±ci. Utworzono w tym celu dwie funkcje kosztu dane wzorami:

min
uk,Tf

J1(uk, Tf ) =
∣∣Xuk,Tf −Xcmd

∣∣2 (6.13)

min
uk,Tf

J2(uk, Tf ) =
∣∣Xuk,Tf −Xcmd

∣∣2 + Tf

N=100∑
k=1

u2kdt (6.14)

Pierwsza z nich zawiera tylko koszt ko«cowy, a druga jest analogiczna jak w równaniu

(6.2). Miaªo to na celu w pierwszej cz¦±ci doprowadzi¢ do tra�enia w cel z bardzo du»¡

dokªadno±ci¡, a nast¦pnie w cz¦±ci drugiej, rozpoczynaj¡c obliczenia od warto±ci parame-

trów steruj¡cych i czasu ko«cowego b¦d¡cych wynikami z cz¦±ci pierwszej, doprowadzi¢

do zmniejszenia zu»ycia energii jak najmniej oddalaj¡c si¦ od ustalonego punktu tra-

�enia. Stosuj¡c to podej±cie obliczono pi¦¢ przypadków testowych w celu sprawdzenia

dokªadno±ci i poprawno±ci oblicze«, które przedstawiono w Tabelach 6.2-6.3. W kolejnych

kolumnach, dla obu cz¦±ci optymalizacji, znajduj¡ si¦:

� Numer przypadku N

� Liczba iteracji Iter

� Liczba wywoªa« funkcji celu #F

� Ko«cowa warto±¢ funkcji kosztu J (uk, Tf )

� Ko«cowa norma gradientu funkcji celu |∇J |

� Czas oblicze« t[s]

Tabela 6.2: Wyniki optymalizacji bezpo±redniej dla funkcji kosztu J1

N Iter #F J (uk, Tf ) |∇J | t[s]
1 12 27 9, 451e−16 7, 5e−9 32
2 14 27 7, 319e−16 3, 14e−9 32
3 13 34 3, 817e−18 4, 47e−10 40
4 11 19 1, 288e−16 1, 48e−10 23
5 11 24 5, 863e−16 2, 89e−9 28

�rednia 12, 2 26, 2 4, 792e−16 2, 82e−9 31

Pierwsza cz¦±¢ optymalizacji ko«czyªa si¦ ±rednio po 12 iteracjach, wywoªuj¡c funk-

cj¦ celu okoªo 26 razy. �rednia warto±¢ kosztu na koniec oblicze« byªa rz¦du 10−16, a jako

»e byªa to odlegªo±¢ upadku od celu oznacza to bezpo±rednie tra�enie. Norma gradientu
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rz¦du 10−9 oznacza, »e optymalizator znalazª minimum z dobr¡ dokªadno±ci¡. �redni czas

oblicze« pierwszej cz¦±ci wyniósª 31 sekund. Zapisuj¡c rezultaty w postaci parametrów

steruj¡cych i czasu ko«cowego rozpoczynano obliczenia cz¦±ci drugiej podsumowane w

Tabeli 6.3.

Tabela 6.3: Wyniki optymalizacji bezpo±redniej dla funkcji kosztu J2

N Iter #F J (uk, Tf ) |∇J | t[s]
1 300 6042 1, 472e−2 2, 62e−4 6615
2 300 5164 3, 789e−2 1, 64e−3 5739
3 300 4348 1, 735e−2 7, 21e−3 5090
4 300 7393 6, 667e−2 5, 85e−5 8129
5 300 4859 4, 861e−2 1, 77e−2 5329

�rednia 300 5561, 2 3, 7e−2 5, 4e−3 6180, 4

Aby unikn¡¢ bardzo dªugich czasów oblicze« naªo»ono na optymalizator maksy-

maln¡ dopuszczaln¡ liczb¦ iteracji wynosz¡c¡ 300. W drugiej cz¦±ci optymalizacji »aden

przypadek nie speªniª kryteriów zbie»no±ci oprogramowania IPOPT st¡d wszystkie sko«-

czyªy si¦ z powodu osi¡gni¦cia limitu iteracji. Przyczyn¡ tego jest norma gradientu wy-

nosz¡ca ±rednio 5e−3 co oznacza, »e optymalizator nie znalazª si¦ wystarczaj¡co blisko

minimum. Analizuj¡c jednak przebieg iteracji zauwa»ono, »e w ka»dym przypadku przez

cz¦±¢ ko«cowych iteracji, od okoªo 200 do 300, nie uzyskiwano ju» zmian w warto±ci funkcji

kosztu, która ±rednio wynosiªa 3e−2, mimo bardzo maªej dªugo±ci kroku obliczeniowego.

Powodowaªo to bardzo du»¡ ilo±¢ wywoªa« funkcji kosztu, ponad 5500, oraz do±¢ dªugi

czas oblicze« si¦gaj¡cy ponad 1,5 godziny. Niemniej jednak uzyskany wynik uwa»a si¦ za

satysfakcjonuj¡cy. Ze wzgl¦du na to, »e obie cz¦±ci optymalizacyjne traktuje si¦ jako jeden

przypadek symulacyjny wyznaczono ±rednie warto±ci parametrów ko«cowych optymaliza-

cji, które przedstawiono w Tabeli 6.4.

Tabela 6.4: Sumaryczne wyniki optymalizacji bezpo±redniej J1 + J2

Iter #F J (uk, Tf ) |∇J | t[min]
312, 2 5587, 4 3, 7e−2 5, 4e−3 103, 5

Wyniki optymalizacji bezpo±redniej dla przypadków 1 oraz 3 przedstawiono na

wykresach na Rysunku 6.6.
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(a) Porównanie trajektorii N = 1 (b) Przebieg parametrów steruj¡cych N = 1

(c) Porównanie trajektorii N = 3 (d) Przebieg parametrów steruj¡cych N = 3

Rysunek 6.6: Wyniki optymalizacji bezpo±redniej dla przypadków 1 oraz 3

Po lewej stronie widoczne s¡ trajektorie lotu rakiety oznaczone niebiesk¡ lini¡ dla

trajektorii referencyjnej oraz lini¡ czerwon¡ dla trajektorii optymalnej. Zielony punkt

oznaczaª cel tra�enia. Trajektoria optymalna ma gªadki przebieg, nie ma widocznych

oscylacji, które mogªyby ±wiadczy¢ o nieefektywnym u»yciu sterowania. Po prawej stro-

nie widoczne s¡ przebiegi czasowe parametrów steruj¡cych: poziomego (niebieska linia)

oraz pionowego (czerwona linia). Parametry te zostaªy przemno»one przez maksymaln¡

warto±¢ ci¡gu pojedynczego silnika korekcyjnego. Widoczne s¡ charakterystyczne schodki

wynikaj¡ce z kawaªkami staªej dyskretyzacji. Najwi¦kszy wydatek energii wyst¦puje za-

raz po apogeum i stopniowo zmniejsza si¦ wraz ze zbli»aniem si¦ rakiety do celu. Znaj¡c

impuls caªkowity pojedynczego silnika korekcyjnego Icsk , liczb¦ wykorzystanych silników
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korekcyjnych Nsk mo»na wyliczy¢ z równania:

Nsk =
FTsk

Icsk

∫ Tf

0

|uV (t)|+ |uH(t)|dt (6.15)

Zarówno wydatek energii jak i dokªadno±¢ tra�enia s¡ warto±ciami satysfakcjonuj¡cymi.

6.3.2 Metoda po±rednia

W metodzie po±redniej schemat oblicze« wygl¡daª analogicznie jak pokazano na

Rysunku 6.5 oraz wyja±niono w poprzednim rozdziale. Jedyn¡ ró»nic¡ byªo u»ycie gra-

dientu funkcji celu wyprowadzonego korzystaj¡c z teorii sterowania optymalnego. Po-

nownie optymalizacj¦ rozbito na dwie cz¦±ci zgodnie z równaniami (6.13), (6.14). W tej

metodzie natomiast problem optymalizacyjny rozpatruje si¦ jako zagadnienie nieliniowe

z wi¦zami dynamicznymi w postaci:

min
u(t),Tf

J(u(t), Tf ) = Φ (x(Tf )) + L (u(t), Tf )

ẋ = f (t,x(t),u(t)) ,x(0) = x0 (6.16)

Przy wyprowadzaniu równa« stanowi¡cych warunki optymalno±ci przedstawionego za-

gadnienia korzystano z metodologii przedstawionej w [153, 154]. W pierwszej kolejno±ci

dla równania dynamicznego opisuj¡cego wi¦zy zastosowano zamian¦ granic caªkowania

otrzymuj¡c równanie (6.10) zapisane w postaci:

dx

dτ
= Tf f (τ,x(τ),u(τ)) = f̂ (τ,x(τ),u(τ), Tf ) (6.17)

W dalszej kolejno±ci równanie to zdyskretyzowano korzystaj¡c z metody caªkowania RK4.

Metoda ta jest opisana zestawem równa«:

k1 = dτ · f̂ (τk,xk,uk, Tf )

k2 = dτ · f̂
(
τk +

1

2
dτ,xk +

1

2
k1,uk, Tf

)
k3 = dτ · f̂

(
τk +

1

2
dτ,xk +

1

2
k2,uk, Tf

)
k4 = dτ · f̂ (τk + dτ,xk + k3,uk, Tf )

xk+1 = xk +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (6.18)

gdzie subskrypt k oznacza warto±¢ w danym kroku czasowym. Zestaw równa« (6.18)

mo»na zapisa¢ w skrócie jako:

xk+1 = F̂ (xk,uk, Tf ) (6.19)
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pomijaj¡c zale»no±¢ od τ , gdy» funkcja prawych stron w opadaj¡cej fazie ruchu rakiety

nie zale»y jawnie od czasu. Równanie (6.16) mo»na teraz zapisa¢ w dyskretnej postaci

jako:

min
u,Tf

J(u, Tf ) = Φ (x(N)) + L (u, Tf )

x(k + 1) = F̂ (x(k),u(k), Tf ) ,x(0) = x0 (6.20)

gdzie N jest ostatnim punktem czasu. Dla podanej funkcji kosztu z wi¦zami wprowadzi¢

nale»y Lagrangian dany zale»no±ci¡:

L (x,u, Tf ,λ) = Φ (x(N)) + L (u, Tf ) + λ(0) (x(0)− x0)+

N−1∑
k=0

[
λ(k + 1)

(
x(k + 1)− F̂ (x(k),u(k), Tf )

)]
(6.21)

gdzie λ jest wektorem zmiennych sprz¦»onych, k = 0 : N kolejnymi krokami czasowymi

caªkowania. Warunki optymalno±ci pierwszego rz¦du mówi¡, »e gradient Lagrangianu po-

winien wynosi¢ zero. W pierwszej kolejno±ci licz¡c pochodne po wektorze stanu otrzymu-

jemy równania:

∂L (x,u, Tf ,λ)

∂x(k)
= 0 ⇔ λ(k) =

∂F̂ (x(k),u(k), Tf )

∂x(k)

T

λ(k + 1) (6.22)

∂L (x,u, Tf ,λ)

∂x(N)
= 0 ⇔ λ(N) = −∂Φ (x(N))

∂x(N)

T

(6.23)

opisuj¡ce warunek ko«cowy dla zmiennej sprz¦»onej oraz warunki jej propagacji wstecznej.

Pochodne po zmiennych sprz¦»onych daj¡ warunki:

∂L (x,u, Tf ,λ)

∂λ(k + 1)
= 0 ⇔ x(k + 1) = F̂ (x(k),u(k), Tf ) (6.24)

∂L (x,u, Tf ,λ)

∂λ(0)
= 0 ⇔ x(0) = x0 (6.25)

które opisuj¡ propagacj¦ w czasie wektora stanu z zadanym warunkiem pocz¡tkowym.

Kolejnym krokiem byªo wyznaczenie warto±ci gradientów po wektorze sterowa« i czasie

ko«cowym, które dane s¡ zale»no±ciami:

∂L (x,u, Tf ,λ)

∂u
=

∂L (u, Tf )

∂u
−

N−1∑
k=0

∂F̂ (x(k),u(k), Tf )

∂u(k)

T

λ(k + 1) (6.26)

∂L (x,u, Tf ,λ)

∂Tf
=

∂L (u, Tf )

∂Tf
−

N−1∑
k=0

∂F̂ (x(k),u(k), Tf )

∂Tf

T

λ(k + 1) (6.27)
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Z równa« (6.26) oraz (6.27) mo»na otrzyma¢ gradient funkcji celu (6.16). W tym celu

nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ dyskretyzacj¦ w czasie parametrów sterowania. W powy»szych

wyprowadzeniach funkcja F̂ (x(k),u(k), Tf ) zale»aªa w danej chwili czasu k tylko od dwóch

parametrów steruj¡cych u(k) =
[
uV uH

]T
. Przedziaª caªkowania k = 0 : N podzielony

zostaª równie» zgodnie z dyskretyzacj¡ sterowania na przedziaª i = 0 : M − 1, gdzie M

jest liczb¡ parametrów steruj¡cych, w tym przypadku M = 50. Ka»da para parametrów

steruj¡cych ui dziaªaªa na funkcj¦ stanu rakiety przez P = N/M kroków czasowych k.

Gradient funkcji celu po parametrach steruj¡cych mo»na wtedy wyrazi¢ zale»no±ci¡:

∂J (u, Tf )

∂ui

=

P (i+1)∑
k=Pi

(
2Tfui(k)dτ −

∂F̂ (x(k),ui(k), Tf )

∂ui(k)

T

λ(k + 1)

)
(6.28)

Gradient funkcji celu po czasie ko«cowym wyra»a zale»no±¢:

∂J (u, Tf )

∂Tf
=

N−1∑
k=0

(
u2(k)dτ − ∂F̂ (x(k),u(k), Tf )

∂Tf

T

λ(k + 1)

)
(6.29)

�¡cz¡c wyznaczone warto±ci w jeden wektor otrzymano:

∇J =
[
∂J(u,Tf)

∂u1

∂J(u,Tf)
∂u2

. . .
∂J(u,Tf)

∂u50

∂J(u,Tf)
∂Tf

]T
(6.30)

gdzie
∂J(u,Tf)

∂ui
=
[
∂J(u,Tf)

∂uVi

∂J(u,Tf)
∂uHi

]T
. Zde�niowany w ten sposób gradient funkcji celu

przekazywany byª do odpowiedniej metody oprogramowania IPOPT. Wszystkie jako-

biany funkcji F̂ obliczane byªy metod¡ automatycznego ró»niczkowania z wykorzysta-

niem ADOL-C. Gradient kosztu ko«cowego ze wzgl¦du na prost¡ zale»no±¢ matematyczn¡

mo»na zapisa¢ w postaci analitycznej. Jest to wektor 12-elementowy, którego skªadowe

zwi¡zane z poªo»eniem maj¡ posta¢:

∂Φ
(
x[X,Y,Z](N)

)
∂x(N)

= 2
(
x[X,Y,Z](N)− x

[X,Y,Z]
cmd

)
(6.31)

Pozostaªe skªadowe wektora ko«cowego zmiennych sprz¦»onych wynosz¡ zero. Przy me-

todzie po±redniej równie» obliczenia rozbito na dwie cz¦±¢ w taki sam sposób jak przy

metodzie bezpo±redniej, nieuwzgl¦dniaj¡c w cz¦±ci pierwszej czªonów funkcji celu i jej

gradientu odpowiadaj¡cych za koszt ci¡gªy L. Ponownie obliczono pi¦¢ przypadków te-

stowych z identycznymi jak przy metodzie bezpo±redniej warunkami pocz¡tkowymi, ich

wyniki przedstawiono w Tabelach 6.5-6.6.
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Tabela 6.5: Wyniki optymalizacji po±redniej dla funkcji kosztu J1

N Iter #F J (uk, Tf ) |∇J | t[s]
1 12 27 7, 582e−16 8, 04e−9 8, 1
2 15 28 3, 505e−17 8, 62e−10 8, 7
3 13 34 3, 909e−18 5, 09e−10 9, 0
4 11 19 2, 515e−15 2, 21e−9 5, 4
5 11 24 3, 690e−16 1, 20e−9 7, 4

�rednia 12, 4 26, 4 7, 362e−16 2, 56e−9 7, 72

W porównaniu do metody bezpo±redniej ±rednia liczba iteracji wynosz¡ca 12, ±red-

nia liczba wywoªa« funkcji kosztu równa 26, tak»e warto±ci ko«cowe funkcji kosztu i moduª

jej gradientu maj¡ce rz¡d wielko±ci odpowiednio 10−16 oraz 10−9 s¡ niemal identyczne.

Natomiast ±redni czas oblicze« pierwszej cz¦±ci optymalizacji wynosz¡cy 7, 7 sekundy jest

cztery razy ni»szy. Wynika to zapewne z faktu, »e przy liczeniu jakobianów z u»yciem au-

tomatycznego ró»niczkowania dla metody po±redniej jest ª¡cznie 12+2+1 = 15 zmiennych

niezale»nych (zmienne stanu, dwa sterowania i czas ko«cowy), a dla metody po±redniej

dla gradientu jest ich 101. Oprogramowania ADOL-C jest do±¢ kosztowne obliczeniowo

im wi¦cej zmiennych niezale»nych musi przechowywa¢ w pami¦ci. Zalet¡ metody po±red-

niej jest wi¦c tak»e to, »e dyskretyzacja sterowania mogªoby by¢ du»o g¦stsza, wynosz¡ca

1000 czy 10000 zmiennych, bez znacznego wpªywu na szybko±¢ oblicze«, gdzie przy meto-

dzie bezpo±redniej wpªyw ten byªby znacz¡cy. Zapisuj¡c rezultaty w postaci parametrów

steruj¡cych i czasu ko«cowego przechodzono do cz¦±ci drugiej optymalizacji. Wyniki pod-

sumowane s¡ w Tabeli 6.3.

Tabela 6.6: Wyniki optymalizacji po±redniej dla funkcji kosztu J2

N Iter #F J (uk, Tf ) |∇J | t[s]
1 177 3251 1, 472e−2 5, 99e−6 860
2 267 4146 3, 789e−2 3, 20e−6 1035
3 300 4660 1, 753e−2 6, 42e−2 1084
4 300 8371 6, 667e−2 1, 66e−5 2093
5 300 4971 4, 861e−2 4, 91e−3 1171

�rednia 268, 8 5079, 8 3, 71e−2 1, 38e−2 1248, 6

Ponownie limit iteracji ustawiono na 300, natomiast dla metody po±redniej cz¦±¢

przypadków znalazªa rozwi¡zanie wcze±niej. Warto±¢ ko«cowa funkcji kosztu oraz norma

jej gradientu ponownie przyjmuj¡ taki sam rz¡d wielko±ci jak dla metody bezpo±redniej.

Liczba wywoªa« funkcji kosztu jest nieznacznie mniejsza wynosz¡c okoªo 5000, natomiast

ponownie uzyskano okoªo sze±ciokrotny zysk je±li chodzi o czas oblicze« wynosz¡cy ±rednio

20 minut. Traktuj¡c ponownie obie cz¦±ci optymalizacyjne jako jeden przypadek symula-

cyjny wyznaczono ±rednie warto±ci parametrów ko«cowych optymalizacji, które przedsta-

wiono w Tabeli 6.4.
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Tabela 6.7: Sumaryczne wyniki optymalizacji po±redniej J1 + J2

Iter #F J (uk, Tf ) |∇J | t[min]
281, 2 5106, 2 3, 71e−2 1, 38e−2 20, 9

Wyniki optymalizacji po±redniej dla przypadków 1 oraz 3 przedstawiono na wykre-

sach na Rysunku 6.7.

(a) Porównanie trajektorii N = 1 (b) Przebieg parametrów steruj¡cych N = 1

(c) Porównanie trajektorii N = 3 (d) Przebieg parametrów steruj¡cych N = 3

Rysunek 6.7: Wyniki optymalizacji po±redniej dla przypadków 1 oraz 3

Wyniki te s¡ niemal identyczne jak dla przypadku u»ycia metody bezpo±redniej.

Przebieg parametrów steruj¡cych oraz liczba u»ytych silników korekcyjnych jest taka

sama, podobnie odlegªo±¢ od celu dla przypadku 1. Dla przypadku 3 odlegªo±¢ ta jest

rz¡d wielko±ci wi¦ksza, natomiast przy tak dokªadnych tra�eniach taka ró»nica nie ma

znaczenia.
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Analizuj¡c wyniki wyra¹nie wida¢, »e pod wzgl¦dem dokªadno±ci oblicze« obie me-

tody s¡ równie dobre, natomiast metoda po±rednia jest wyra¹nie szybsza. Z tego wzgl¦du

do dalszych oblicze« wykorzystywana byªa tylko metoda po±rednia.
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7 Dyskretyzacja

Rezultatem oblicze« optymalizacyjnych byªy przebiegi czasowe dwóch parametrów

steruj¡cych, reprezentuj¡ce niezb¦dny ci¡g w dwóch prostopadªych pªaszczyznach rakiety,

umo»liwiaj¡ce tra�enie w cel z du»¡ dokªadno±ci¡. Kolejnym krokiem byªa transforma-

cja uzyskanego sygnaªu steruj¡cego ci¡gªego na dyskretne impulsy wynikaj¡ce z dziaªa-

nia silników korekcyjnych. W pierwszej kolejno±ci dokonano transformacji parametrów

steruj¡cych z ukªadu kartezja«skiego na biegunowy. Stosuj¡c równania (7.1) oraz (7.2)

otrzymano moduª generowanego ci¡gu oraz kierunek jego dziaªania.

|u| = FTsk

√
u2H + u2V (7.1)

ϕu = atan2 (uV , uH) (7.2)

Wynik transformacji ukªadu pokazano na Rysunku 7.1.

(a) Ukªad kartezja«ski (b) Ukªad biegunowy

Rysunek 7.1: Transformacja parametrów steruj¡cych z ukªadu kartezja«skiego (a) do
biegunowego (b)

Nast¦pnie wymagane byªo, aby zamieni¢ warto±ci moduªu i kierunku dziaªania

wypadkowej siªy ci¡gu na czasy i kierunki odpalenia kolejnych silników korekcyjnych.

7.1 Wyznaczenie czasu odpalenia

Aby wyznaczy¢ czasy odpalenia kolejnych silników korekcyjnych wykorzystano zna-

jomo±¢ impulsu caªkowitego pojedynczego silnika korekcyjnego Icsk . Maj¡c przebieg ci¡gu

w czasie, impuls caªkowity mo»na wyznaczy¢ ze wzoru:

Ic =

∫ tf

t0

|u|dt (7.3)
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gdzie t0 i tf oznaczaj¡ czas pocz¡tkowy i ko«cowy caªkowania. Przedziaª caªkowania po-

dzielono na N podprzedziaªów (t0; t1) , (t1; t2) , . . . , (tN−1; tf ), gdzie N jest liczb¡ silników

korekcyjnych, w taki sposób, »e warto±¢ impulsu caªkowitego wyznaczona w ka»dym z nich

odpowiada warto±ci impulsu caªkowitego pojedynczego silnika korekcyjnego Icsk zgodnie

z:

Icsk =

∫ t1

t0

|u|dt =
∫ t2

t1

|u|dt = · · · =
∫ tf

tN−1

|u|dt (7.4)

W ten sposób w ka»dym z tych przedziaªów znajduje si¦ taka sama ilo±¢ energii odpo-

wiadaj¡ca energii zgromadzonej w pojedynczym silniku korekcyjnym. Przyj¦to, »e czas

odpalenia ka»dego silnika korekcyjnego znajduje si¦ w punkcie przedziaªu, w którym osi¡-

gane jest 50% energii. Wyznaczy¢ go mo»na dziel¡c moment impulsu caªkowitego przez

warto±¢ tego impulsu zgodnie z równaniem:

tski =

∫ ti+1

ti
t|u|dt∫ ti+1

ti
|u|dt

=
1

Icsk

∫ ti+1

ti

t|u|dt (7.5)

Wynik procedury wyznaczania czasu odpale« kolejnych silników korekcyjnych pokazano

pogl¡dowo na Rysunku 7.2.

Rysunek 7.2: Wykres przedstawiaj¡cy wyznaczanie czasów odpale« kolejnych silników
korekcyjnych

Na wykresie z Rysunku 7.2 lini¡ niebiesk¡ zaznaczono warto±¢ moduªu ci¡gu w cza-

sie, linia czerwona przerywana oddziela przedziaªy, w których znajduje si¦ taka sama ilo±¢

energii równa impulsowi caªkowitemu pojedynczego silnika korekcyjnego, a czarne punkty

oznaczaj¡ wyznaczone z równania (7.5) czasy odpale« kolejnych silników korekcyjnych.
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7.2 Wyznaczenie kierunku odpalenia

Wyznaczenie kierunków odpale« silników korekcyjnych odbywaªo si¦ w podobny

sposób. Przebieg czasowy warto±ci k¡ta ϕu równie» podzielono na takie same przedziaªy

(t0; t1) , (t1; t2) , . . . , (tN−1; tf ). W tym przypadku zdecydowano, »e kierunek, w którym po-

winien zadziaªa¢ silnik równy b¦dzie ±redniej warto±ci k¡ta ϕu w ka»dym z podprzedziaªów

zgodnie z równaniem:

ϕski =
1

ti+1 − ti

∫ ti+1

ti

ϕudt (7.6)

Wynik tej operacji przedstawiono pogl¡dowo na Rysunku 7.3.

Rysunek 7.3: Wykres przedstawiaj¡cy wyznaczanie kierunków odpale« kolejnych
silników korekcyjnych

Na wykresie z Rysunku 7.3 lini¡ niebiesk¡ zaznaczono warto±¢ kierunku dziaªania

ci¡gu w czasie, linia czerwona przerywana oddziela przedziaªy, w których znajduje si¦

taka sama ilo±¢ energii równa impulsowi caªkowitemu pojedynczego silnika korekcyjnego,

a czarne punkty oznaczaj¡ wyznaczone z równania (7.6) kierunki, w których powinny

zosta¢ odpalone kolejne silniki korekcyjne.

7.3 Algorytm sterowania silnikami

Maj¡c dane czasy i kierunki odpale« silników korekcyjnych opracowano prosty al-

gorytm steruj¡cy, który pozwoli na sprawdzenie jak zmieniªa si¦ dokªadno±¢ tra�enia w

cel po zastosowaniu algorytmu dyskretyzacji. W tym momencie zaªo»ono, »e silniki korek-

cyjne zostan¡ odpalone zawsze w zadanym czasie i kierunku, nie uwzgl¦dniano niepewno±ci
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wynikaj¡cych z dziaªania spªonek silników, czy danych nawigacyjnych dostarczanych do

algorytmu steruj¡cego. Czas odpalenia silnika korekcyjnego brano jako moment, w którym

znajduje si¦ 50% energii w danym przedziale caªkowania. Na etapie wczytywania danych

dla algorytmu steruj¡cego do czasów odpalenia dodawana byªa korekta, w taki sposób aby

punkt, w którym znajduje si¦ 50% energii silnika korekcyjnego pokrywaª si¦ z wyznaczo-

nym wcze±niej czasem. Korekta czasu odpalenia τsk wyznaczana byªa z równania:

τsk =

∫ tfsk
0

t|FTsk
|dt∫ tfsk

0
|FTsk

|dt
(7.7)

gdzie tfsk jest czasem palenia silnika korekcyjnego. Widoczne jest to na Rysunku 7.4.

Niebiesk¡ krzyw¡ zaznaczono przebieg ci¡gu silnika korekcyjnego, a czerwona linia prze-

rywana dzieli wykres w taki sposób, »e po obu jej stronach znajduje si¦ 50% energii

silnika.

Rysunek 7.4: Korekta czasu odpalenia silnika korekcyjnego

Czas odpalenia silnika korekcyjnego korygowany byª zgodnie z równaniem:

tski = tski − τsk (7.8)

W trakcie trwania symulacji algorytm sprawdzaª czy min¡ª czas odpalenia danego silnika

korekcyjnego:

t >= tski (7.9)

a nast¦pnie dodawana byªa korekta kierunku dziaªania silnika. Niezb¦dne byªo aby ±red-

nia siªa generowana przez silnik korekcyjny miaªa kierunek zgodny z wyliczonym k¡tem
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ϕski . Do tego k¡ta dodawana wi¦c byªa poprawka zwi¡zana z lokaln¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡

przechylania P :

ϕski = ϕski − Pτsk (7.10)

Procedur¦ wyznaczenia czasu i kierunku odpalenia silnika w symulacji przedstawia Algo-

rytm 7.1.

Algorytm 7.1 Dyskretny algorytm sterowania

1: for all Liczba silników korekcyjnych i do
2: if t >= tski then
3: if Silnik i nie byª jeszcze odpalony then
4: Zaznacz silnik i jako odpalony
5: ϕski = ϕski − Pτsk
6: Zapisz orientacj¦ rakiety w momencie odpalenia silnika ϕstarti

7: Zapisz czas odpalenia silnika tstarti
8: end if

9: end if

10: end for

Wewn¡trz symulacji �zyczny model silnika korekcyjnego uwzgl¦dniany byª z godnie

z Algorytmem 7.2.

Algorytm 7.2 Fizyczny model silnika korekcyjnego

1: for all Liczba silników korekcyjnych i do
2: if Silnik i zostaª odpalony then
3: Wyznacz czas palenia tp = t− tstarti
4: Znajd¹ ci¡g silnika korzystaj¡c z interpolacji liniowej T = f(tp)
5: Wyznacz skªadowe ci¡gu wzdªu» osi yNB → FH i zNB → FV

6: FH = T · cos (ϕski − (ϕstarti − ϕ))
7: FV = T · sin (ϕski − (ϕstarti − ϕ))
8: end if

9: end for

Przeprowadzono 10 symulacji testowych w celu sprawdzenia jak zmieniª si¦ punkt

upadku rakiety po transformacji optymalnego sygnaªu steruj¡cego z ci¡gªego na dyskretny.

Wyniki pokazuj¡ce bª¡d tra�enia dla ka»dego przypadku, u»ywaj¡c sterowania ci¡gªego i

dyskretnego przedstawia Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Wyniki dziaªania algorytmu dyskretyzacji

Przypadek Bª¡d ci¡gªy [m] Bª¡d dyskretny [m]
1 4, 72e−5 13, 9
2 7, 42e−5 6, 59
3 1, 38e−4 5, 43
4 1, 04e−4 9, 08
5 8, 65e−5 7, 83

96



Przypadek Bª¡d ci¡gªy [m] Bª¡d dyskretny [m]
6 9, 75e−5 3, 31
7 3, 40e−5 7, 23
8 9, 09e−5 4, 18
9 2, 61e−5 2, 00
10 9, 21e−5 9, 30

�rednia 7, 91e−5 6, 88

(a) Trajektorie dla przypadku 1 (b) Bª¡d trajektorii dla przypadku 1

(c) Trajektorie dla przypadku 3 (d) Bª¡d trajektorii dla przypadku 3

Rysunek 7.5: Trajektorie referencyjna, optymalna i dyskretna oraz bª¡d wynikaj¡cy z
dyskretyzacji

Po procedurze dyskretyzacji bª¡d tra�enia znacz¡co wzrósª, natomiast w wi¦kszo±ci

przypadków testowych znajduje si¦ poni»ej warto±ci 10 metrów, co jest wynikiem bardzo

dobrym. Dodatkowo na Rysunku 7.5 pokazano, dla przypadków 1 i 3, porównanie tra-

jektorii wynikaj¡cej z optymalizacji i tej przy dziaªaniu dyskretnego sterowania, a tak»e
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jak zmieniaª si¦ bª¡d mi¦dzy nimi w czasie. Na wykresach z lewej strony kolorem niebie-

skim oznaczono trajektori¦ referencyjn¡, kolorem czerwonym trajektori¦ b¦d¡c¡ wynikiem

dziaªania sterowania ci¡gªego, a kolorem czarnym t¦ wynikaj¡c¡ z dziaªania sterowania

dyskretnego. Zielony punkt oznaczaª cel. Na wykresach po prawej stronie widoczny jest

bª¡d pomi¦dzy trajektoriami czerwon¡ i czarn¡ dla ka»dej wspóªrz¦dnej z osobna. Mo»na

zauwa»y¢, »e bª¡d ten przez okoªo poªow¦ okresu sterowania jest bardzo maªy, a narasta

w dalszej fazie lotu. Mo»na to skorelowa¢ z wykresami z Rysunku 7.6 gdzie przedstawiono

ci¡g generowany przez odpalenia kolejnych silników korekcyjnych dla przypadków 1 oraz

3.

(a) Przypadek 1 (b) Przypadek 3

Rysunek 7.6: Siªa generowana przez dyskretny ukªad sterowania w czasie lotu

Jak wynikaªo z Rysunków 6.7 oraz 7.1 wi¦kszo±¢ energii zu»ywana jest w pocz¡t-

kowej fazie sterowania. Widoczne na Rysunku 7.6 p¦tle zakre±lane przez ci¡g generowany

przez silniczki s¡ g¦stsze na pocz¡tku okresu sterowania, a odst¦py mi¦dzy nimi wzra-

staj¡ w miar¦ lotu. Ze wzgl¦du na dosy¢ du»y ci¡g pojedynczego silniczka, ci¦»ko jest

dobrze odwzorowa¢ maªy niezb¦dny wydatek energii pod koniec trajektorii z wykorzysta-

niem opracowanej metody konwersji. Ze wzgl¦du na bardzo dynamiczny charakter ruchu

rakiety, zarówno wybór czasu jak i kierunku odpalenia wprowadzaj¡ pewien bª¡d po-

woduj¡cy, »e konwersja sterowania z ci¡gªego na dyskretne nie jest idealna. W ka»dym

z przedziaªów odpowiadaj¡cych jednemu silniczkowi jeden du»y impuls ci¡gu w danym

kierunku zadziaªa troch¦ inaczej ni» mniejsza warto±¢ rozªo»ona na wi¦cej kierunków.

Niemniej jednak uzyskana dokªadno±¢ tra�enia jest bardzo dobra.

7.4 Optymalizacja wyników dyskretyzacji

Wynikiem optymalizacji poza ci¡gªym sygnaªem steruj¡cym byªa te» niezb¦dna

liczba silników korekcyjnych. Wykorzystuj¡c ten fakt, aby poprawi¢ jeszcze bardziej do-
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kªadno±¢ tra�enia po dyskretyzacji zdecydowano si¦ na przeprowadzenie kolejnej opty-

malizacji, w której jako zmienne optymalizacyjne wybrano wyznaczone wcze±niej czasy i

kierunki odpale« silników korekcyjnych. Poniewa» ilo±¢ energii, wi¦c liczba silników, jest

ustalona, jako funkcj¦ kosztu wybrano tylko bª¡d tra�enia zgodnie z równaniem:

min
tsk,ϕsk

Jd(tsk,ϕsk) =
∣∣Xtsk,ϕsk −Xcmd

∣∣2 (7.11)

gdzie tsk jest wektorem czasów odpale«, ϕsk wektorem kierunków odpale«, a Xtsk,ϕsk

zale»nym od nich punktem tra�enia. Gradient funkcji celu ponownie wyznaczano z u»y-

ciem automatycznego ró»niczkowania. Maksymaln¡ liczb¦ iteracji ustalono na 10, gdy»

celem byªa tylko poprawa celno±ci, a same obliczenia ze wzgl¦du na du»¡ mo»liw¡ ilo±¢

zmiennych mogªyby trwa¢ dosy¢ dªugo. Przeprowadzono obliczenia dla tych samych 10

przypadków co przy testowaniu procedury dyskretyzacji, a wyniki w postaci porównania

bª¦dów tra�enia przedstawia Tabela 7.2.

Tabela 7.2: Wynikowe bª¦dy tra�enia po optymalizacji wyników dyskretyzacji

Przypadek Bª¡d tra�enia przed optymalizacj¡ [m] Bª¡d tra�enia po optymalizacji[m]
1 13, 9 11, 3
2 6, 59 6, 59
3 5, 43 5, 27
4 9, 08 9, 08
5 7, 83 7, 59
6 3, 31 2, 80
7 7, 23 6, 29
8 4, 18 3, 92
9 2, 00 1, 89
10 9, 30 9, 29

�rednia 6, 88 6, 40

�redni bª¡d tra�enia zmalaª o okoªo 0.5 metra. Widoczne jest tak»e, »e dla cz¦±ci

przypadków optymalizator nie znalazª lepszego rozwi¡zania. Tak niewielkie ró»nice po-

twierdzaj¡, »e mimo pewnych niedoskonaªo±ci procedury dyskretyzacji, uzyskane za jej

pomoc¡ czasy i kierunki odpale« silników korekcyjnych s¡ dokªadne.
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8 Algorytm sterowania

Do tej pory sterowanie odbywaªo si¦ w p¦tli otwartej. Wyznaczane byªy czasy

i kierunki odpale« silników, które speªni¡ warunek optymalizacji, maj¡c do dyspozycji

peªn¡ informacj¦ o modelu rakiety oraz warunkach ±rodowiska. W rzeczywisto±ci taka

sytuacja jest maªo prawdopodobna, z tego wzgl¦du nale»aªo opracowa¢ metod¦ zamkni¦-

cia p¦tli sprz¦»enia zwrotnego w czasie lotu, aby uwzgl¦dni¢ niepewno±ci wynikaj¡ce z

rzeczywisto±ci. Zdecydowano si¦ to zrobi¢ opracowuj¡c algorytm bazuj¡cy na bazie da-

nych rozwi¡za« uzyskanych w procesie optymalizacji. Rakieta dysponuj¡c tak¡ baz¡ oraz

informacjami o swoim stanie z czujników pokªadowych i algorytmów nawigacyjnych, wy-

biera¢ b¦dzie to rozwi¡zanie, które aktualnie wyda si¦ najlepsze. Dzi¦ki temu podej±ciu

powinno si¦ otrzyma¢ zarówno korzy±ci wynikaj¡ce z nieliniowej optymalizacji, która daje

dokªadne rozwi¡zania, ale kosztem du»ego czasu oblicze« oraz dziaªania w p¦tli otwartej,

z korzy±ciami sterowania w p¦tli zamkni¦tej, które bierze pod uwag¦ aktualnie panuj¡ce

warunki lotu.

8.1 Generacja bazy danych

Procedura generacji bazy danych sprowadzaªa si¦ do przeprowadzenia szeregu sy-

mulacji optymalizacyjnych. Proces ten przedstawiono schematycznie na Rysunku 8.1.

Ka»da z symulacji wygl¡daªa w nast¦puj¡cy sposób. Najpierw ustawiano wyrzutnie na

odpowiednie k¡ty strzaªu azymutu i elewacji, a nast¦pnie generowana byªa trajektoria

referencyjna, której ostatni punkt stanowiª wspóªrz¦dne celu. Nast¦pnie zaburzano para-

metry modelu zgodnie z Tabel¡ 6.1, puszczano symulacj¦ do momentu osi¡gni¦cia przez

rakiet¦ apogeum, jednocze±nie zapisuj¡c caª¡ trajektorie wznosz¡c¡ do pliku tekstowego.

Trajektoria ta wchodziªa pó¹niej w skªad trajektorii referencyjnych w bazie danych. Stan

rakiety w apogeum wykorzystywany byª nast¦pnie jako punkt pocz¡tkowy dla optymali-

zacji. Warto±ci parametrów steruj¡cych rakiety wyznaczane byªy nast¦pnie korzystaj¡c z

metody optymalizacji po±redniej. Jej wyniki zamieniane byªy na czasy i kierunki odpale«

silników korekcyjnych korzystaj¡c z procedury dyskretyzacji, a nast¦pnie byªy dodatkowo

optymalizowane. Na koniec, wynik w postaci ilo±ci niezb¦dnych silników, a tak»e sekwen-

cji czasów i kierunków odpale« równie» zapisywany byª do pliku tekstowego oraz wi¡zany

byª z wcze±niej zapisan¡ trajektori¡ wznosz¡c¡. W ten sposób przeprowadzono obliczenia

dla 944 przypadków. Rysunek 8.2 przedstawia trajektorie lotu rakiet pod wpªywem dzia-

ªania dyskretnego ukªadu sterowania b¦d¡cego wynikiem caªej procedury optymalizacji

i dyskretyzacji. Zaczynaj¡ si¦ one w momencie apogeum i wszystkie zbiegaj¡ si¦ mniej

wi¦cej w jednym punkcie b¦d¡cym celem tra�enia.
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Rysunek 8.1: Procedura generacji bazy danych

Rysunek 8.2: Trajektorie lotu uzyskane pod wpªywem dziaªania dyskretnego ukªadu
sterowania
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Rysunek 8.3 przedstawia rozrzut charakteryzowany parametrem CEP (kolorowe

okr¦gi), w postaci naniesionych na pªaszczyzn¦ ostatnich punktów trajektorii zaznaczo-

nych niebieskimi markerami. Warto±¢ CEP50 wyniosªa niecaªe 6 metrów, CEP83 niecaªe 12

metrów, a CEP99 okoªo 45 metrów. S¡ to warto±ci bardzo dobre bior¡c pod uwag¦ impul-

sowy charakter sterowania rakiet¡. Cel tra�enia oznaczony czerwonym rombem znajduj¦

si¦ wewn¡trz najmniejszego okr¦gu co oznacza du»¡ precyzj¦ tra�e«, a maªe warto±ci

parametrów CEP oznaczaj¡ tak»e du»¡ dokªadno±¢ algorytmu.

Rysunek 8.3: Rozrzut punktów tra�enia trajektorii z bazy danych

Rysunek 8.4 przedstawia statystyczne dane dotycz¡ce bª¦du tra�enia dla wszyst-

kich trajektorii. �rednia warto±¢ bª¦du wyniosªa okoªo 8, 5 metra, a mediana nieco ponad

6 metrów. Pierwszy Q1 oraz trzeci Q3 kwartyl oznaczaj¡ce odpowiednio 25% oraz 75%

danych wynosz¡ Q1 = 3, 73 metra oraz Q3 = 9, 58 metra. Dolna L oraz górna U granica

danych zostaªy wyznaczone z równa«:

L = Q1 − 1, 5 (Q3 −Q1) (8.1)

U = Q3 + 1, 5 (Q3 −Q1) (8.2)

i wynosz¡ odpowiednio L = 1, 0 metr oraz U = 18, 35 metra. Pozostaªe warto±ci trakto-

wano jako odstaj¡ce. Dodatkowo minimalny bª¡d tra�enia wyniósª poni»ej 1 centymetra,

a maksymalny ponad 80 metrów.
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Rysunek 8.4: Bª¡d tra�enia trajektorii z bazy danych

Podobn¡ analiz¦ statystyczn¡ przeprowadzono dla ilo±ci wykorzystanych silników

korekcyjnych i przedstawiono j¡ na Rysunku 8.5. �rednia warto±¢ u»ytych silników korek-

cyjnych wyniosªa 34, a mediana 30. Pierwszy Q1 oraz trzeci Q3 kwartyl wynosz¡ Q1 = 18

oraz Q3 = 46. Dolna oraz górna granica wynosz¡ odpowiednio L = 1 oraz U = 88. Po-

zostaªe warto±ci równie» traktowano jako odstaj¡ce. Dodatkowo minimalna ilo±¢ u»ytych

silników wyniosªa 1, a maksymalna 125.

Rysunek 8.5: Liczba u»ytych silników korekcyjnych dla trajektorii z bazy danych

Opracowana w ten sposób baza danych wykorzystywana byªa w docelowym algo-

rytmie sterowania.
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8.2 Opracowanie algorytmu

W skªad bazy danych wchodziª zapis trajektorii wznosz¡cej oraz ilo±¢, czasy i kie-

runki odpale« silników korekcyjnych. Przed startem rakiety do pami¦ci algorytmu steruj¡-

cego wczytywane byªy te dane dla ka»dego z obliczonych przypadków symulacyjnych. Aby

ograniczy¢ troch¦ wykorzystanie pami¦ci punkty z trajektorii wznosz¡cych wczytywane

byªy z mniejsz¡ cz¦stotliwo±ci ni» byªy zapisywane. Ustalono, »e pojedyncza trajektoria

skªada¢ si¦ mo»e z 3000 punktów. Sam algorytm steruj¡cy skªadaª si¦ z czterech cz¦±ci:

� Zapisanie w pami¦ci przebiegu trajektorii wznosz¡cej

� Wyznaczenie odpowiedniej trajektorii referencyjnej z bazy danych

� Sterowanie w p¦tli otwartej zgodnie z rozwi¡zaniem z bazy danych

� Korekta lotu w ostatniej fazie z wykorzystaniem algorytmu nawigacji proporcjonal-

nej

Lot wznosz¡cy trwaª ±rednio nieco ponad 21 sekund. W czasie jego trwania, po ko«cu

pracy silnika gªównego i ustabilizowaniu si¦ trajektorii, od 3 sekundy lotu do 18 sekundy

zapisywano do pami¦ci przebieg trajektorii rakiety z cz¦stotliwo±ci¡ 10 Hz, zgodnie z

Algorytmem 8.1.

Algorytm 8.1 Zapis trajektorii wznosz¡cej do pami¦ci

1: if t > 3.0 and t < 18.0 then
2: if Czas ostatniego zapisu ≥ 0.1 sekundy (cz¦stotliwo±¢ 10Hz) then
3: tmem(i) = t
4: Xmem(i) = X
5: Ymem(i) = Y
6: Zmem(i) = Z
7: i++

8: end if

9: end if

Nast¦pnie po 18 sekundzie lotu wyznaczana byªa trajektoria referencyjna z bazy

danych, która byªa najbardziej zbli»ona, w sensie ±rednio-kwadratowym, do tej zapisanej

w pami¦ci, zgodnie z Algorytmem 8.2.
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Algorytm 8.2 Wybór najlepiej pasuj¡cej trajektorii referencyjnej

1: if t > 18.0 then
2: for all Trajektorie referencyjne i do
3: RMSi = 0.0
4: for all Zarejestrowane punkty czasowe tmem(j) do
5: Oblicz pozycj¦ (X, Y, Z) trajektorii referencyjnej i dla czasu tmem(j) stosuj¡c

interpolacj¦ liniow¡

6: RMSi+ =
√

(Xmem(j)−X)2 + (Ymem(j)− Y )2 + (Zmem(j)− Z)2

7: end for

8: RMSi =
√
RMSi

9: if RMSi < minimalny bª¡d then
10: Zaktualizuj minimalny bª¡d
11: Zapami¦taj indeks i trajektorii referencyjnej
12: end if

13: end for

14: Oznacz trajektori¦ referencyjn¡ jako znalezion¡
15: end if

Po znalezieniu trajektorii referencyjnej zapisywano do pami¦ci odpowiadaj¡ce jej

dane o czasach i kierunkach odpale« silników korekcyjnych, a tak»e ich liczbie. Nast¦pnie

po osi¡gni¦ciu przez rakiet¦ apogeum rozpoczynano sterowanie w p¦tli otwartej. Odpa-

lano kolejne silniki korekcyjne zgodnie z Algorytmem 7.1 opisanym w rozdziale 7.3. Ze

wzgl¦du na to, »e spodziewano si¦ niedokªadno±ci tra�enia wynikaj¡cych, po pierwsze z

algorytmu dyskretyzacji co pokazano wcze±niej, ale tak»e z tego, »e istnieje bª¡d mi¦dzy

aktualn¡ trajektori¡ wznosz¡c¡, a t¡ wyznaczon¡ z bazy danych, postanowiono w ostatniej

fazie lotu przeª¡czy¢ si¦ na algorytm nawigacji proporcjonalnej opisany w rozdziale 5.2.

Pomini¦to przy tym konwersje ukªadów odniesienia niezb¦dne przy korzystaniu z danych

z czujników inercjalnych, gdy» pomi¦to ich model, a wykorzystano tylko cz¦±¢ odpowia-

daj¡c¡ za naprowadzanie si¦ na cel. W tym celu do danych wej±ciowych doªo»ono znane

wspóªrz¦dne celu (Xcmd, Ycmd, Zcmd), a przeª¡czanie mi¦dzy algorytmami realizowano na

podstawie aktualnej wysoko±ci lotu zgodnie z Algorytmem 8.3.

Algorytm 8.3 Przeª¡czanie mi¦dzy algorytmami sterowania

1: if Apogeum then

2: if H > Hthr then

3: Sterowanie w p¦tli otwartej
4: else

5: Sterowanie z wykorzystaniem nawigacji proporcjonalnej
6: end if

7: end if

Wykorzystan¡ procedur¦ nawigacji proporcjonalnej przedstawia Algorytm 8.4. Wy-

znaczone przez ni¡ czas i kierunek odpalenia kolejnych silników korekcyjnych tra�aªy do

�zycznego modelu silnika korekcyjnego opisanego Algorytmem 7.2.
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Algorytm 8.4 Naprowadzanie metod¡ nawigacji proporcjonalnej z wykorzystaniem sil-
ników korekcyjnych

1: Wyznacz wektor odlegªo±ci do celu RTM

2: Wyznacz wektor pr¦dko±ci zbli»ania Vc (równania (5.7)-(5.9))
3: Wyznacz warto±¢ k¡tów linii wizowania oraz ich pochodnych (równania (5.10)-(5.15))
4: Wyznacz warto±¢ przyspieszenia normalnego do linii wizowania (równanie (5.6))
5: Wyznacz warto±¢ zadanego przyspieszenia bocznego (równanie (5.16))
6: Wyznacz kierunek odpalenia ϕski = atan2

(
aCMDz , aCMDy

)
− Pτsk

7: if |aCMD| > ath oraz t− tlast > τ oraz t > tg then
8: if Liczba odpalonych silników korekcyjnych nie przekroczyªa ich zadanej ilo±ci then
9: Zapisz czas odpalenia tstarti
10: Zapisz kierunek odpalenia ϕski

11: Zapisz k¡t przechylenia rakiety ϕstarti

12: Oznacz silnik jako odpalony
13: end if

14: end if

8.3 Wyniki dziaªania algorytmu

Jako rezultaty odniesienia traktowano warto±ci parametru CEP dla lotu niestero-

wanego oraz sterowanego w caªo±ci z u»yciem algorytmu nawigacji proporcjonalnej PNG.

Rakiet¦ wyposa»ono w 32 silniki korekcyjne, bazuj¡c na opracowanej konstrukcji RPT

ORION, a sterowanie uruchamiano w momencie osi¡gni¦cia apogeum.

(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.6: Wyniki rozrzutu dla przypadku niesterowanego

Rysunek 8.6 przedstawia rozrzut miejsc upadku dla przypadku lotu niesterowanego.

Po lewej stronie przedstawiono okr¦gi symbolizuj¡ce parametr CEP, a po prawej stronie

jego analiz¦ statystyczn¡. Parametr CEP50 wyniósª ponad 300 metrów, CEP83 ponad 550

metrów, a CEP99 ponad 1000 metrów. �redni bª¡d upadku wyniósª ponad 350 metrów.
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S¡ to warto±ci porównywalne z warto±ciami osi¡gni¦tymi przy symulacji wykorzystuj¡cej

model w Simulinku z Rysunku 5.13.

(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.7: Wyniki rozrzutu dla przypadku sterowanego 32 silnikami z algorytmem
PNG

Rysunek 8.7 przedstawia rozrzut miejsc upadku dla przypadku lotu sterowanego

algorytmem PNG z wykorzystaniem 32 silników korekcyjnych. Parametr CEP50 wyniósª

nieco ponad 60 metrów daj¡c zysk okoªo 80%, CEP83 ponad 220 metrów, czyli okoªo 50%

lepszy rezultat, a CEP99 ponad 700 metrów, czyli okoªo 30% lepiej. �redni bª¡d upadku

wyniósª ponad 150 metrów. Warto±ci te s¡ równie» porównywalne z warto±ciami osi¡gni¦-

tymi przy symulacji wykorzystuj¡cej model w Simulinku z Rysunku 5.13. Stanowi¢ one

b¦d¡ warto±¢ odniesienia dla algorytmu wykorzystuj¡cego baz¦ danych. Dodatkowo Rysu-

nek 8.8 pokazuje ilo±¢ wykorzystanych silników korekcyjnych w trakcie lotu. W znacz¡cej

wi¦kszo±ci przypadku algorytm wykorzystaª wszystkie dost¦pne silniki. Rozrzuty miejsc

upadku z symulacji wykorzystuj¡cych algorytm opieraj¡cy si¦ o baz¦ danych zostan¡ wy-

znaczone dla kilku przypadków. Sprawdzony zostanie wpªyw czasu przeª¡czenia mi¦dzy

algorytmami, wpªyw wielko±ci bazy danych oraz ilo±¢ dost¦pnych silników korekcyjnych

na celno±¢ tra�enia.
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Rysunek 8.8: Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku sterowanego 32 silnikami z
algorytmem PNG

8.3.1 Wpªyw czasu przeª¡czenia mi¦dzy algorytmami

W pierwszej kolejno±ci zbadano wpªyw czasu przeª¡czania mi¦dzy algorytmami.

Tabela 8.1 przedstawia moment zmiany algorytmu w postaci szacowanego czasu do ude-

rzenia, wysoko±ci lotu, oraz szacowanego procentowego udziaªu trajektorii wykorzystuj¡cej

algorytm PNG. Warto±ci te bazowano na opadaj¡cej cz¦±ci trajektorii referencyjnej (nie-

sterowanej). Przypadek pierwszy sprawdzaª dziaªanie algorytmu wykorzystuj¡cego tylko

baz¦ danych, bez korekcji z algorytmem PNG.

Tabela 8.1: Momenty przeª¡czania mi¦dzy algorytmami

Przypadek Czas do tra�enia [s] Wysoko±¢ lotu [m] % lotu PNG
1 0 0 0
2 2 500 8
3 5 1000 20
4 10 1500 40

Dla ka»dego z przypadków puszczono 1000 symulacji Monte Carlo z takimi samymi

warto±ciami niepewno±ci jak dla przypadków niesterowanego i sterowanego w caªo±ci z

u»yciem algorytmu PNG.
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(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.9: Wyniki rozrzutu dla przypadku bez przeª¡czania algorytmów

Rysunek 8.9 przedstawia rozrzuty i ich analiz¦ statystyczn¡ dla przypadku wyko-

rzystywania tylko algorytmu bazuj¡cego na bazie danych. Parametr CEP50 wyniósª nieco

ponad 90 metrów, daj¡c wynik gorszy ni» czyste PNG o okoªo 50%, CEP83 niecaªe 200

metrów, czyli okoªo 10% lepszy rezultat, a CEP99 ponad 650 metrów, czyli okoªo 8% le-

piej. �redni bª¡d upadku wyniósª ponad 128 metrów. Wykorzystanie algorytmu z baz¡

danych pogorszyªo wyniki je±li chodzi o warto±¢ CEP50, natomiast poprawiªo nieznacznie

dokªadno±¢ wszystkich tra�e« zmniejszaj¡c warto±ci pozostaªych parametrów.

Rysunek 8.10: Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku bez przeª¡czania
algorytmów
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Rysunek 8.10 przedstawia wykorzystanie silników korekcyjnych. Mo»na zauwa»y¢,

»e ±rednio na lot wykorzystywano tylko 25 silników, co wynika z rozªo»enia energii w

trakcie lotu i byªo omawiane przy wynikach algorytmu dyskretyzacji. Poniewa», w wielu

przypadkach mo»na by byªo wykorzysta¢ wi¦cej silników, które i tak s¡ dost¦pne, mo»na

si¦ spodziewa¢ poprawy tych wyników dokªadaj¡c jeszcze sterowanie z algorytmem PNG

w ko«cowej fazie lotu.

(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.11: Wyniki rozrzutu dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci 500 metrów

Rysunek 8.11 przedstawia rozrzuty i ich analiz¦ statystyczn¡ dla przypadku gdy

przeª¡czenie mi¦dzy algorytmami nast¡piªo przy wysoko±ci lotu wynosz¡cej 500 metrów.

Parametr CEP50 wyniósª nieco ponad 80 metrów, b¦d¡c okoªo 33% gorszy ni» PNG, a

parametry CEP83 oraz CEP99 daªy bardzo zbli»one rezultaty do przypadku bez przeª¡cza-

nia. �redni bª¡d upadku wyniósª ponad 121 metrów. Zachowuj¡c dokªadno±¢ wszystkich

tra�e« udaªo si¦ zmniejszy¢ parametr CEP50, lecz wci¡» uzyskuj¡c wynik gorszy ni» czyste

PNG.
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Rysunek 8.12: Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci
500 metrów

Rysunek 8.12 przedstawia wykorzystanie silników korekcyjnych. �rednie zu»ycie

wzrosªo do 31 silników na lot. Z tego wzgl¦du dalej mo»na przesuwa¢ granic¦ zmiany

algorytmów.

(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.13: Wyniki rozrzutu dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci 1000 metrów

Rysunek 8.13 przedstawia kolejny przypadek gdzie przeª¡czenie mi¦dzy algoryt-

mami wyst¡piªo na wysoko±ci lotu wynosz¡cej 1000 metrów. Parametr CEP50 wyniósª

nieco ponad 70 metrów, powoduj¡c »e ró»nica wzgl¦dem PNG zmalaªa do 14%, zachowu-

j¡c mniej wi¦cej warto±ci parametrów CEP83 oraz CEP99 lotu bez przeª¡czania. �redni

bª¡d upadku zmalaª do 110 metrów.
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Rysunek 8.14: Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci
1000 metrów

Analizuj¡c wykorzystanie silników korekcyjnych z Rysunku 8.14, gdzie w wi¦kszo-

±ci przypadków u»yto wszystkich dost¦pnych silników zdecydowano si¦ na jeszcze jedno

podwy»szenie wysoko±ci przeª¡czenia algorytmów.

(a) Rozrzut (b) Statystyka

Rysunek 8.15: Wyniki rozrzutu dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci 1500 metrów

Rysunek 8.15 pokazuje wyniki dla momentu przeª¡czenia na wysoko±ci 1500 me-

trów. Udaªo si¦ uzyska¢ parametr CEP50 o warto±ci nieco ponad 55 metrów, co daªo wynik

lepszy ni» PNG o okoªo 11%, zachowuj¡c dokªadno±¢ pozostaªych parametrów. �redni bª¡d

upadku ponownie zmalaª do 106 metrów. Ostatni rezultat pokazuje, »e opracowany algo-
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rytm daje lepsze wyniki wzgl¦dem zastosowania klasycznych metod sterowania rakietami

wyposa»onymi w ukªady wykorzystuj¡ce silniki korekcyjne.

Rysunek 8.16: Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci
1500 metrów

Rysunek 8.16 pokazuje, »e w praktycznie ka»dym przypadku wykorzystana zostaªa

peªna dost¦pna ilo±¢ silników korekcyjnych, wi¦c dalsze zwi¦kszanie wysoko±ci przeª¡cza-

nia nie spowodowaªoby zapewne znacz¡co lepszych rezultatów. Otrzymany wynik wska-

zuje, »e opracowana metoda sterowania lepiej radzi sobie w pierwszej fazie sterowania,

zaraz po osi¡gni¦ciu przez rakiet¦ apogeum, a algorytm PNG ma wi¦ksze mo»liwo±ci w

ko«cowej fazie lotu, koryguj¡c bª¡d wynikaj¡cy ze sterowania w p¦tli otwartej.

8.3.2 Wpªyw wielko±ci bazy danych

W dalszej kolejno±ci zbadano wpªyw ilo±ci danych znajduj¡cych si¦ w bazie na

jako±¢ uzyskiwanych wyników. Wykonuj¡c obliczenia optymalizacyjne wygenerowano 944

rozwi¡zania, które weszªy w skªad bazy danych algorytmu steruj¡cego. Stosuj¡c wysoko±¢

przeª¡czania algorytmu wynosz¡c¡ 1500 metrów przeprowadzono symulacj¦ Monte Carlo,

ponownie po 1000 strzaªów, dla ró»nych wielko±ci wczytanej bazy danych, wynosz¡cej

800, 600, 400 oraz 200 elementów. W trakcie generowania bazy danych parametry modelu

losowane byªy z u»yciem odchyle« standardowych z Tabeli 6.1. Wyniki zapisywane byªy w

odpowiednich folderach, które nast¦pnie wczytywane byªy do algorytmu. Z tego wzgl¦du,

niezale»nie od ilo±ci wczytanych elementów, statystyka rozkªadu parametrów zapisanej

trajektorii wznosz¡cej powinna zosta¢ zachowana. Zwi¦kszone b¦d¡ zapewne odlegªo±ci

mi¦dzy trajektoriami, co mo»e spowodowa¢ wi¦ksz¡ ró»nic¦ mi¦dzy aktualn¡ trajektori¡
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wznosz¡c¡ podczas dziaªania docelowego algorytmu, wi¦c i wi¦kszy skumulowany bª¡d

przy locie ze sterowaniem w p¦tli otwartej.

(a) 800 elementów (b) 600 elementów

(c) 400 elementów (d) 200 elementów

Rysunek 8.17: Wyniki rozrzutu dla ró»nych przypadków wielko±ci bazy danych

Rysunek 8.17 przedstawia rozrzuty dla przypadków gdzie baza danych liczyªa 800

(a), 600 (b), 400 (c) oraz 200 (d) elementów. Ró»nice w otrzymanych parametrach CEP

nie przekraczaj¡ 10 metrów. Wiadomo, »e im wi¦cej elementów znajduje si¦ w bazie da-

nych, tym wi¦ksze jest prawdopodobie«stwo znalezienia trajektorii najbardziej zbli»onej

do aktualnej trajektorii wznosz¡cej. Liczba elementów powinna by¢ wi¦c jak najwi¦k-

sza, ale jej dokªadna ilo±¢ powinna by¢ podyktowana dost¦pn¡ pami¦ci¡ na docelowym

komputerze pokªadowym rakiety.

8.3.3 Wpªyw dost¦pnej liczby silników korekcyjnych

Ostatnim przypadkiem testowym byªo porównanie wpªywu dost¦pnej liczby silni-

ków korekcyjnych na zmniejszenie rozrzutu miejsc upadku rakiety. Opracowana konstruk-
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cja RPT ORION wyposa»ona byªa w moduª steruj¡cy z 32 silnikami korekcyjnymi. Jeszcze

w trakcie trwania projektu okazaªo si¦, »e byªaby mo»liwo±¢, zachowuj¡c dªugo±¢ moduªu,

g¦±ciej upakowa¢ silniki korekcyjne i zwi¦kszy¢ ich ilo±¢ dwukrotnie, do 64 egzemplarzy.

Przeprowadzono wi¦c dodatkowe symulacje Monte Carlo, ponownie po 1000 strzaªów, za-

kªadaj¡c, »e rakieta mo»e zosta¢ wyposa»ona w 64, 96 lub 128 silników korekcyjnych.

Wyniki dziaªania algorytmu wykorzystuj¡cego peªn¡ baz¦ danych oraz przeª¡czenie na

algorytm PNG w momencie osi¡gni¦cia wysoko±ci 1500 metrów, porównano z dziaªaniem

czystego algorytmu nawigacji proporcjonalnej.

(a) Rozrzut PNG (b) Rozrzut baza danych

(c) Statystyka PNG (d) Statystyka baza danych

Rysunek 8.18: Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 64 silników korekcyjnych

Rysunek 8.18 przedstawia wyniki rozrzutu i analiz¦ statystyczn¡ dla przypadku

64 dost¦pnych silników korekcyjnych. Warto±¢ CEP50 ma warto±¢ okoªo 9 metrów dla

bazy danych wzgl¦dem prawie 32 metrów dla PNG, daj¡c zysk ponad 70%. W przypadku

parametrów CEP83 oraz CEP99 zysk wyniósª odpowiednio 30% oraz 45%. �redni bª¡d

tra�enia wynosz¡cy 33 metry dla bazy danych jest ponad dwukrotnie mniejszy ni» dla
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algorytmu PNG.

(a) PNG (b) Baza danych

Rysunek 8.19: Ilo±¢ wykorzystanych silników korekcyjnych przy 64 dost¦pnych

Rysunek 8.19 przedstawia liczb¦ wykorzystanych silników korekcyjnych, która w

obu przypadkach wyniosªa ±rednio okoªo 55 silników. Pozostaªe statystyki pokazuj¡, »e

algorytm PNG generalnie u»ywa ich wi¦cej. Poniewa» w bardzo wielu przypadkach nie

wszystkie dost¦pne silniki korekcyjne zostaªy zu»yte mo»na rozwa»y¢ ponownie zwi¦ksze-

nie wysoko±ci przeª¡czenia si¦ pomi¦dzy algorytmami sterowania, co mogªoby spowodowa¢

uzyskanie jeszcze lepszych wyników.

(a) Rozrzut PNG (b) Rozrzut baza danych
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(c) Statystyka PNG (d) Statystyka baza danych

Rysunek 8.20: Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 96 silników korekcyjnych

Rysunek 8.20 przedstawia wyniki rozrzutu i analiz¦ statystyczn¡ dla przypadku 96

dost¦pnych silników korekcyjnych. Warto±¢ CEP50 osi¡gn¦ªa warto±¢ okoªo 7,5 metra dla

bazy danych wzgl¦dem prawie 24 metrów dla PNG, co ponownie daje wynik lepszy o okoªo

70%. Dla parametrów CEP83 oraz CEP99 zysk wyniósª odpowiednio 50% oraz 70%. �redni

bª¡d tra�enia wynosz¡cy 18 metrów dla bazy danych jest ponad trzykrotnie mniejszy ni»

dla algorytmu PNG. O ile warto±¢ CEP50 zmniejszyªa si¦ nieznacznie, mocnej redukcji

ulegª parametr CEP99 co oznacza, »e algorytm drastycznie zwi¦kszyª swoj¡ dokªadno±¢.

(e) PNG (f) Baza danych

Rysunek 8.21: Ilo±¢ wykorzystanych silników korekcyjnych przy 96 dost¦pnych

Rysunek 8.21 przedstawia liczb¦ wykorzystanych silników korekcyjnych, która w

obu przypadkach wyniosªa ±rednio okoªo 65 silników. Oba algorytmy charakteryzuj¡ si¦

podobnym zu»yciem analizuj¡c pozostaªe parametry statystyczne. W wi¦kszo±ci lotów

spora ilo±¢ silników pozostaje niewykorzystana.
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(a) Rozrzut PNG (b) Rozrzut baza danych

(c) Statystyka PNG (d) Statystyka baza danych

Rysunek 8.22: Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 128 silników korekcyjnych

Ostatni przypadek testowy wykorzystuj¡cy 128 silników korekcyjnych pokazano na

Rysunku 8.22. W przypadku algorytmu PNG nie ma praktycznie »adnej ró»nicy w porów-

naniu do przypadku z 96 dost¦pnymi silnikami. Ju» w tamtym przypadku przy wi¦kszo±ci

symulacji algorytm nie wykorzystywaª wszystkich dost¦pnych silników. W przypadku al-

gorytmu opartego o baz¦ danych jedyny wyra¹nych zysk widoczny jest przy parametrze

CEP99, który zmalaª o okoªo 35%. Wyniki te oznaczaj¡, »e praktycznie wszystkie wystrze-

lone rakiety spadªy w okr¦gu o promieniu poni»ej 100 metrów co jest wynikiem bardzo

dobrym.
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(a) PNG (b) Baza danych

Rysunek 8.23: Ilo±¢ wykorzystanych silników korekcyjnych przy 128 dost¦pnych

Rysunek 8.23 przedstawia wykorzystanie silników korekcyjnych dla przypadku 128

dost¦pnych. Jak poprzednio wi¦kszo±¢ symulacji nie wykorzystaªa wszystkich mo»liwych

silników, a dla algorytmu PNG nie ma wi¦kszej ró»nicy ni» dla przypadku wcze±niejszego

(96 dost¦pnych). Pokazuje to, »e wyposa»enie rakiety w moduª skªadaj¡cy si¦ z wi¦kszej

liczby silników nie zapewni uzyskania lepszych rezultatów.
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9 Podsumowanie

Celem pracy byªo opracowanie algorytmu sterowania pociskiem rakietowym typu

ziemia-ziemia wyposa»onym w gazodynamiczny moduª steruj¡cy, skªadaj¡cy si¦ z zestawu

silników korekcyjnych na staªy materiaª p¦dny, który zapewniªby tra�enie cel naziemny o

znanych wspóªrz¦dnych z wymagan¡ dokªadno±ci¡ i wykorzystaª w tym celu minimaln¡

ilo±¢ energii, czyli minimaln¡ ilo±¢ silników korekcyjnych. Ze wzgl¦du na impulsowy cha-

rakter ukªadu steruj¡cego i mo»liwo±¢ manipulowania tylko kierunkiem i czasem dziaªania

siªy steruj¡cej, bez wpªywu na jej warto±¢, nie liczyªo si¦ uzyskanie bezpo±redniego tra-

�enia w cel, lecz zmniejszenie dyspersji miejsc upadku. W celu rozwi¡zania postawionego

zagadnienia skorzystano z metod optymalizacji gradientowej. Aby speªni¢ drugi z wa-

runków optymalizacji, minimalizacj¦ energii, nie mo»liwe byªo zadanie jako zmiennych

optymalizacyjnych bezpo±rednio czasów i kierunków odpale« poszczególnych silników ko-

rekcyjnych, gdy» ich niezb¦dna ilo±¢ nie byªa z góry znana. Dodatkowo, zaªo»eniem byªo

wykorzystanie metod optymalizacji dedykowanych dla sygnaªów ci¡gªych. Z tego powodu

opracowano specjaln¡ metodyk¦ uzyskania rozwi¡zania, na któr¡ skªadaªo si¦ opracowa-

nie modelu symulacyjnego rakiety, procedury optymalizacji wykorzystuj¡cej uproszczony,

ci¡gªy, ukªad steruj¡cy, a nast¦pnie dyskretyzacji jej wyników oraz opracowanie algorytmu

sterowania bazuj¡cego na bazie danych skªadaj¡cych si¦ z optymalnych rozwi¡za«.

Model matematyczny rakiety pozwalaª na symulacj¦ lotu obiektu o sze±ciu stop-

niach swobody i zmiennych parametrach masowych. Opisano dokªadnie wykorzystywane

równania ruchu rakiety uwzgl¦dniaj¡ce równie» wi¦zy wyst¦puj¡ce podczas ruchu po wy-

rzutni prowadnicowej. Uwzgl¦dniono model ±rodowiska skªadaj¡cy si¦ z zale»no±ci opisuj¡-

cych atmosfer¦ standardow¡, dodatkowo uwzgl¦dniaj¡c lokalne warunki panuj¡ce w miej-

scu startu, takie jak temperatura, ci±nienie oraz wilgotno±¢ powietrza. Charakterystyki

bezwªadno±ciowe rakiety podlegaªy zmianom w funkcji dziaªania silnika gªównego oraz

silników korekcyjnych. Uwzgl¦dniano obci¡»enia dziaªaj¡ce na obiekt od zespoªu nap¦do-

wego, grawitacji, ukªadu sterowania oraz aerodynamiki. Wykorzystano tak»e model czuj-

ników inercjalnych, akcelerometrów oraz giroskopów, a tak»e uproszczony model ukªadu

nawigacji inercjalnej INS. Model numeryczny rakiety opracowano najpierw w ±rodowisku

MATLAB/Simulink, a nast¦pnie przepisano go do j¦zyka C++ w celu przeprowadzenia

oblicze« optymalizacyjnych.

Opracowany model wymagaª wery�kacji oraz walidacji dziaªania. Niezb¦dne w pro-

cesie wery�kacji dane wymagane w modelu uzupeªniono korzystaj¡c z opracowanej na PW

konstrukcji RPT ORION. Zmierzono w cz¦±ci charakterystyki bezwªadno±ciowe, uzupeª-

niaj¡c brakuj¡ce dane warto±ciami z przygotowanego modelu CAD, zmierzono ci¡g silnika

gªównego oraz silników korekcyjnych, a tak»e oszacowano niezb¦dne wspóªczynniki aero-

dynamiczne korzystaj¡c z póª-empirycznych zale»no±ci bazuj¡cych na geometrii rakiety.

Po udanej wery�kacji modelu matematycznego korzystaj¡c z danych z testów lotnych
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kilku egzemplarzy rakiety ORION przeprowadzono jego walidacj¦. W ramach projektu

badawczego opracowano tak»e algorytm steruj¡cy bazuj¡cy na klasycznych metodach na-

prowadzania, takich jak nawigacja proporcjonalna. Dysponuj¡c zapisan¡ telemetri¡ z te-

stów poligonowych dokonano identy�kacji niektórych wspóªczynników aerodynamicznych

dostrajaj¡c model do wyników eksperymentu. Ze wzgl¦du na ograniczone ±rodki �nansowe

dost¦pne w projekcie mo»liwe byªo przeprowadzenie tylko kilku strzaªów docelowej kon-

strukcji rakiety, gdzie skupiono si¦ gªównie na sprawdzeniu samej stateczno±ci i sterowno-

±ci opracowanej rakiety oraz poprawno±ci wspóªdziaªania wszystkich podsystemów. Uzy-

skane wyniki potwierdzaªy, »e opracowany model symulacyjny z dobr¡ dokªadno±ci¡ po-

tra� odwzorowa¢ rzeczywisty lot rakiety. Niska ilo±¢ testów poligonowych wymagaªa, aby

stwierdzi¢ efektywno±¢ ukªadu sterowania, przeprowadzenia oblicze« symulacyjnych. Roz-

rzuty miejsc upadku przy dziaªaniu ukªadu sterowania wykorzystuj¡cego algorytm oparty

o nawigacj¦ proporcjonaln¡ wyznaczono wykorzystuj¡c metod¦ Monte Carlo. Otrzymane

wyniki sªu»yªy za punkt odniesienia dla algorytmu sterowania b¦d¡cego wynikiem niniej-

szej pracy.

Procedur¦ optymalizacji rozpocz¦to od uproszczenia ukªadu sterowania. Dyskretne

impulsy odpale« silników korekcyjnych zamieniono na dwa ci¡gªe parametry steruj¡ce

dziaªaj¡ce w dwóch prostopadªych pªaszczyznach rakiety. Do optymalizacji wykorzystano

dwie metody: bezpo±redni¡, która traktowaªa problem jak zwykªe zagadnienie optyma-

lizacji nieliniowej oraz po±redni¡, która zamieniaªa zagadnienie na problem sterowania

optymalnego. Funkcj¦ kosztu zadano zgodnie z celem minimalizacji, a jej gradient wyzna-

czano w zale»no±ci od metody, bezpo±rednio korzystaj¡c z automatycznego ró»niczkowa-

nia funkcji kosztu lub w metodzie po±redniej wyprowadzaj¡c odpowiedni¡ zale»no±¢ ma-

tematyczn¡ korzystaj¡c z Zasady Maksimum Pontryagina. Do oblicze« wykorzystywano

otwarte oprogramowanie IPOPT oraz pakiet ADOL-C. Opisano dokªadnie caª¡ procedur¦

optymalizacji oraz przedstawiono wyniki dziaªania obu metod. Pod wzgl¦dem dokªadno±ci

oblicze« obie metody potra�ªy znale¹¢ rozwi¡zanie z bardzo dobr¡ dokªadno±ci¡. Wyni-

kowy bª¡d upadku byª rz¦du pojedynczych centymetrów. Metoda po±rednia okazaªa si¦

kilkukrotnie szybsza, z tego wzgl¦du w dalszych obliczenia tylko ona byªa wykorzysty-

wana.

Dysponuj¡c wynikami optymalizacji w postaci przebiegów czasowych dwóch para-

metrów steruj¡cych, nale»aªo wróci¢ do oryginalnego ukªadu steruj¡cego, to znaczy zamie-

ni¢ je na czasy i kierunki odpale« poszczególnych silników korekcyjnych. Przedstawiono

opracowan¡ metod¦ konwersji, a tak»e jej wyniki. Bª¡d upadku po dyskretyzacji wzra-

staª do warto±ci kilku metrów. Ze wzgl¦du na to, »e optymalizacja dostarczaªa informacj¦

o niezb¦dnej ilo±ci energii, a wi¦c wymaganej liczbie silników korekcyjnych, dodatkowo

przeprowadzano optymalizacj¦ uzyskanych w procedurze dyskretyzacji czasów i kierun-

ków odpale«. W ten sposób udaªo si¦ zmniejszy¢ bª¡d upadku rakiety korzystaj¡cej z

dyskretnego ukªadu sterowania o ±rednio póª metra. Oznacza to, »e opracowana proce-
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dura dyskretyzacji jest dokªadna.

Aby zrealizowa¢ cel pracy opracowano algorytm sterowania bazuj¡cy na optymal-

nych wynikach. Przeprowadzaj¡c obliczenia optymalizacyjne oraz dyskretyzacj¦ dla ró»-

nych warunków pocz¡tkowych opracowano baz¦ danych rozwi¡za« optymalnych skªada-

j¡c¡ si¦ z ilo±ci, czasów oraz kierunków odpale« silników korekcyjnych oraz odpowiadaj¡-

cej im trajektorii referencyjnej sªu»¡cej do wyboru odpowiedniego rozwi¡zania w trakcie

lotu. Lot rakiety z docelowym algorytmem sterowania podzielono na kilka faz. W pierw-

szej fazie, lotu wznosz¡cego, algorytm miaª na celu znalezienie w bazie danych trajek-

torii najbardziej zbli»onej do aktualnej, któr¡ rakieta pod¡»a, oraz wczytaniu odpowia-

daj¡cej jej sekwencji odpale« silników korekcyjnych. Nast¦pnie, po osi¡gni¦ciu apogeum

rakieta sterowana byªa na jej podstawie w p¦tli otwartej. Aby zwi¦kszy¢ dokªadno±¢ ste-

rowania w ko«cowej fazie lotu przeª¡czano si¦ na algorytm nawigacji proporcjonalnej.

Sprawdzono zale»no±¢ uzyskanych rozrzutów miejsc upadku od momentu przeª¡czenia

algorytmu, ilo±ci wczytanych trajektorii referencyjnych oraz dost¦pnej ilo±ci silników ko-

rekcyjnych. Przy przeª¡czeniu algorytmu w okolicach poªowy lotu sterowanego, wyko-

rzystaniu wszystkich obliczonych trajektorii referencyjnych oraz 32 dost¦pnych silników

korekcyjnych uzyskano okoªo 10% redukcj¦ rozrzutu charakteryzowan¡ przez parametry

CEP50, CEP83 oraz CEP99. Wpªyw wielko±ci bazy danych na warto±¢ tych parametrów

uznano za znikomy. Badaj¡c wpªyw wi¦kszej mo»liwej do wykorzystania ilo±ci silników

korekcyjnych przedstawiono wy»szo±¢ opracowanego algorytmu nad rozwi¡zaniami kla-

sycznymi w ka»dym przypadku uzyskuj¡c zysk niemal 70% dla parametru CEP50 oraz od

okoªo 35% do 70% dla pozostaªych.

W przyszªo±ci opracowany algorytm nale»aªoby uzupeªni¢ o wpªyw danych dostar-

czanych przez czujniki pokªadowe oraz algorytm nawigacji inercjalnej, a tak»e przepro-

wadzi¢ testy SIL, PIL oraz HIL. Wymagane byªoby sprawdzenie ilo±ci niezb¦dnej pami¦ci

operacyjnej oraz pr¦dko±ci wykonywania kodu na docelowym komputerze pokªadowym

rakiety. Jako system odniesienia wykorzystywana byªa konstrukcja RPT ORION. Aby

opracowany algorytm mógª by¢ stosowanych na rakietach kalibru 122 mm b¦d¡cych na

wyposa»eniu Siª Zbrojnych RP, algorytm ten wraz z caªym gazodynamicznych moduªem

steruj¡cym nale»aªoby przetestowa¢ w warunkach bardziej zbli»onych do osi¡gów tych

rakiet, które poruszaj¡ si¦ z pr¦dko±ciami du»o wi¦kszymi oraz na dalszych zasi¦gach.

Niezb¦dne jest tak»e oszacowanie efektywno±ci silników korekcyjnych przy sterowaniu

w pr¦dko±ciach nadd¹wi¦kowych. Mimo posiadania dokªadnego modelu matematycznego

rakiety niezb¦dne jest wykonanie wielu testów lotnych, aby potwierdzi¢ uzyskane wyniki

rozrzutów.

Bazuj¡c na uzyskanych wynikach stwierdzono, »e postawiona teza badawcza: Wy-

korzystanie metod optymalizacji do wyznaczania parametrów sterowania ra-

kiet¡ oraz sterowanie z wykorzystaniem bazy danych pozwoli skuteczniej i

efektywniej naprowadza¢ rakiet¦ na cel stacjonarny zostaªa potwierdzona. Z suk-
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cesem zrealizowano postawiony plan badawczy, opracowano niezb¦dne oprogramowania

i zdaniem autora znacz¡co przyczyniono si¦ do rozwoju kompetencji w zakresie techniki

rakietowej na PW.

123



Bibliogra�a

[1] G. M. Siouris, Missile Guidance and Control Systems. Springer, 2004.

[2] E. L. Fleeman, Tactical Missile Design. AIAA Education Series, 2001.

[3] E. L. Fleeman, Missile Design Guide. AIAA Education Series, 2022.

[4] F. Mingireanu, L. Georgescu, G. Murariu, and I. Mocanu, �Trajectory modeling

of grad rocket with low-cost terminal guidance upgrade coupled to range increase

through step-like thrust-curves,� Romanian Journal of Physics, vol. 59, pp. 369�381,

01 2014.

[5] R. Gª¦bocki and M. �ugaj, �Model of Gasodynamic Control System for Guided

Bombs,� Journal of Theoretical and Applied Mechanics, vol. 48, no. 1, pp. 27�44,

2010.

[6] R. Gª¦bocki, �Guidance impulse algorithms for air bomb control,� Bulletin of the

Polish Academy of Sciences, Technical Sciences, vol. 60, no. 4, pp. 825�833, 2012.

[7] B.-Y. Min, J.-W. Lee, Y.-H. Byun, J.-S. Hyun, and S. Kim, �Numerical investigation

of the lateral jet e�ect on the aerodynamic characteristics of the missile: Part i.

jet �ow condition e�ect,� Journal of the Korean Society for Aeronautical & Space

Sciences, vol. 32, 10 2004.

[8] J.-W. Lee, B.-Y. Min, Y.-H. Byun, and Y. H. Yu, �Computational Investigation

and Design Optimization of a Lateral-Jet-Controlled Missile,� Journal of Aircraft,

vol. 43, no. 5, pp. 1292�1300, 2006.

[9] T. Jitpraphai, B. Burchett, and M. Costello, �A Comparison of Di�erent Guidance

Schemes for a Direct Fire Rocket With a Pulse Jet Control Mechanism,� tech. rep.,

Army Research Laboratory, USA, 2002.

[10] S. Mandi¢, �Dispersion reduction of artillery rockets guided by �ight path steering

method,� The Aeronautical Journal, vol. 120, no. 1225, pp. 435�-456, 2016.

[11] S. Gupta, S. Saxena, A. Singhal, and A. Ghosh, �Trajectory correction �ight control

system using pulsejet on an artillery rocket,� Defence Science Journal, vol. 58, 01

2008.

[12] T. Jitpraphai and M. Costello, �Dispersion Reduction of a Direct Fire Rocket Using

Lateral Pulse Jets,� Journal of Spacecraft and Rockets, vol. 38, no. 6, pp. 929�936,

2001.

124



[13] R. Li, D. Li, and J. Fan, �Correction Strategy of Mortars with Trajectory Correction

Fuze Based on Image Sensor,� Sensors, vol. 19, no. 5, 2019.

[14] M. Pavic, B. Pavkovic, S. Mandic, S. Zivkovic, and D. Cuk, �Pulse-frequency mo-

dulated guidance laws for a mortar missile with a pulse jet control mechanism,�

Aeronautical Journal, vol. 119, pp. 389�405, 03 2015.

[15] R. Gª¦bocki and M. Jacewicz, �Parametric Study of Guidance of a 160-mm Projec-

tile Steered with Lateral Thrusters,� Aerospace, vol. 7, no. 61, pp. 1�27, 2020.

[16] R. O»óg, M. Jacewicz, and R. Gª¦bocki, �Modi�ed Trajectory Tracking Guidance

For Artillery Rocket,� Journal of Theoretical and Applied Mechanics, vol. 58, no. 3,

pp. 611�622, 2020.

[17] X. Sun, M. Gao, X. Zhou, J. Lv, F. Tian, and Z. Qiao, �Guidance Simulation and

Experimental Veri�cation of Trajectory Correction Mortar Projectile,� IEEE Access,

vol. 9, pp. 15609�15622, 2021.

[18] Z. Shi, W. Ma, and Y. Zhang, �A Novel Control System Design Method for Missile

with Lateral Jet and Aerodynamic Surfaces,� in 2013 Fourth International Con-

ference on Intelligent Control and Information Processing (ICICIP), pp. 858�861,

2013.

[19] H. J. Pesch, �A practical guide to the solution of real-life optimal control problems,�

Control and Cybernetics, vol. 23, no. 1/2, pp. 7�60, 1994.

[20] J.-B. Caillau, R. Ferretti, E. Trélat, and H. Zidani, �Chapter 15 - An algorithmic

guide for �nite-dimensional optimal control problems,� in Numerical Control: Part

B (E. Trélat and E. Zuazua, eds.), vol. 24 of Handbook of Numerical Analysis,

pp. 559�626, Elsevier, 2023.

[21] A. Rao, �A Survey of Numerical Methods for Optimal Control,� Advances in the

Astronautical Sciences, vol. 135, pp. 1�32, 01 2010.

[22] J.-B. Caillau, R. Ferretti, E. Trélat, and H. Zidani, �Numerics for �nite-dimensional

optimal control problems,� hal-03707475, 2022.

[23] D. Devadze and V. Beridze, �Methods of numerical solution of optimal control pro-

blems based on the pontryagin maximum principle,� Journal of Mathematical Scien-

ces, vol. 206, 04 2015.

[24] J. Henriques, J. Lemos, L. Eça, J. Valério, L. Gato, and A. Falcão, �A Discontinuous

Galerkin Method for optimal and sub-optimal control applied to an oscillating water

column wave energy converter,� IFAC-PapersOnLine, vol. 50, no. 1, pp. 15670�

15677, 2017. 20th IFAC World Congress.

125



[25] R. Bonalli, B. Hérissé, and E. Trélat, �Optimal control of endoatmospheric launch

vehicle systems: Geometric and computational issues,� IEEE Transactions on Au-

tomatic Control, vol. 65, no. 6, pp. 2418�2433, 2020.

[26] J. F. Bonnans, �The shooting approach to optimal control problems,� in IFAC Inter-

national Workshop on Adaptation and Learning in Control and Signal Processing,

pp. 281�292, 2013.

[27] A. Trent, R. Venkataraman, and D. Doman, �Trajectory Generation Using A Mo-

di�ed Simple Shooting Method,� in 2004 IEEE Aerospace Conference Proceedings,

pp. 2723�2729, 2004.

[28] G. Fraser-Andrews, �A Multiple Shooting Technique for Optimal Control,� Journal

of Optimization Theory and Applications, vol. 102, no. 2, pp. 299�313, 1999.

[29] H. J. Oberle, �Numerical Solution of Minimax Optimal Control Problems by Multi-

ple Shooting Technique,� Journal of Optimization Theory and Applications, vol. 50,

no. 2, pp. 331�357, 1986.

[30] U. Ali and Y. Wardi, �Multiple shooting technique for optimal control problems with

application to power aware networks**research supported in part by nsf under grant

cns-1239225.,� IFAC-PapersOnLine, vol. 48, no. 27, pp. 286�290, 2015. Analysis and

Design of Hybrid Systems ADHS.

[31] W. Hager, �Runge-kutta methods in optimal control and the transformed adjoint

system,� Numerische Mathematik, vol. 87, 02 2001.

[32] A. Karbowski, �Shooting Methods to Solve Optimal Control Problems with State

and Mixed Control-State Constraints,� in Challenges in Automation, Robotics and

Measurement Techniques, (Cham), pp. 189�205, Springer International Publishing,

2016.

[33] W. Grimm and A. Markl, �Adjoint Estimation from a Direct Multiple Shooting

Method,� Journal of Optimization Theory and Applications, vol. 92, pp. 263�283,

1997.

[34] H. Diedam and S. Sager, �Global optimal control with the direct multiple shooting

method,� Optimal Control Applications and Methods, vol. 39, no. 2, pp. 449�470,

2018.

[35] P. J. Enright and B. A. Conway, �Discrete approximations to optimal trajectories

using direct transcription and nonlinear programming,� Journal of Guidance, Con-

trol, and Dynamics, vol. 15, no. 4, pp. 994�1002, 1992.

126



[36] P. Dr¡g and K. Stycze«, Direct Shooting Method for Optimal Control of the Hi-

ghly Nonlinear Di�erential-Algebraic Systems, pp. 75�90. Springer International

Publishing, 2016.

[37] M. Gerdts, �Direct Shooting Method for the Numerical Solution of Higher-Index

DAE Optimal Control Problems,� Journal of Optimization Theory and Applications,

vol. 117, pp. 267�294, 2003.

[38] M. Jeon, �Parallel optimal control with multiple shooting, constraints aggregation

and adjoint methods,� J Appl Math Comput, vol. 19, pp. 215�229, 03 2005.

[39] Y. Meng, H. Zhang, and Y. Gao, �Low-thrust minimum-fuel trajectory optimization

using multiple shooting augmented by analytical derivatives,� Journal of Guidance,

Control, and Dynamics, vol. 42, no. 3, pp. 662�677, 2019.

[40] G. T. Huntington and A. V. Rao, �Comparison of Global and Local Collocation Me-

thods for Optimal Control,� Journal of Guidance, Control, and Dynamics, vol. 31,

no. 2, pp. 432�436, 2008.

[41] F. Fahroo and I. M. Ross, �A Spectral Patching Method for Direct Trajectory Opti-

mization,� The Journal of the Astronautical Sciences, vol. 48, no. 2, pp. 269�286,

2000.

[42] A. L. Herman and B. A. Conway, �Direct optimization using collocation based on

high-order gauss-lobatto quadrature rules,� Journal of Guidance, Control, and Dy-

namics, vol. 19, no. 3, pp. 592�599, 1996.

[43] P. Williams, �A Gauss-Lobatto quadrature method for solving optimal control pro-

blems,� in Proceedings of the 7th Biennial Engineering Mathematics and Applica-

tions Conference, EMAC-2005, vol. 47, pp. 101�115, 2006.

[44] I. M. Ross and F. Fahroo, �Pseudospectral Knotting Methods for Solving Optimal

Control Problems,� Journal of Guidance, Control and Dynamics, vol. 27, no. 3,

pp. 397�405, 2004.

[45] I. M. Ross and F. Fahroo, �Legendre Pseudospectral Approximations of Optimal

Control Problems,� in New Trends in Nonlinear Dynamics and Control, LNCIS 295,

pp. 327�342, 2003.

[46] B. T. Burchett, �A Gauss Pseudospectral Collocation for Rapid Trajectory Predic-

tion and Guidance,� in AIAA Atmospheric Flight Mechanics Conference, pp. 1�20,

2017.

127



[47] D. A. Benson, G. T. Huntington, T. P. Thorvaldsen, and A. V. Rao, �Direct Trajec-

tory Optimization and Costate Estimation via an Orthogonal Collocation Method,�

Journal of Guidance, Control, and Dynamics, vol. 29, no. 6, pp. 1435�1440, 2006.

[48] G. N. Elnagar and M. Kazemi, �Pseudospectral Chebyshev Optimal Control of

Constrained Nonlinear Dynamical Systems,� Computational Optimization and Ap-

plications, vol. 11, pp. 195��217, 1998.

[49] F. Fahroo and I. Ross, �Direct trajectory optimization by a chebyshev pseudospec-

tral method,� in Proceedings of the 2000 American Control Conference. ACC (IEEE

Cat. No.00CH36334), vol. 6, pp. 3860�3864 vol.6, 2000.

[50] J. Vlassenbroeck and R. Van Dooren, �A Chebyshev Technique for Solving Nonli-

near Optimal Control Problems,� IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 33,

no. 4, pp. 333�340, 1988.

[51] J. Vlassenbroeck, �A Chebyshev Polynomial Method for Optimal Control with State

Constraints,� Automatica, vol. 24, no. 4, pp. 499�506, 1988.

[52] G. N. Elnagar and M. A. Kazemi, �Pseudospectral Legendre-based optimal com-

putation of nonlinear constrained variational problems,� Journal of Computational

and Applied Mathematics, vol. 88, no. 2, pp. 363�375, 1998.

[53] G. Elnagar, M. Kazemi, and M. Razzaghi, �The pseudospectral Legendre method for

discretizing optimal control problems,� IEEE Transactions on Automatic Control,

vol. 40, no. 10, pp. 1793�1796, 1995.

[54] P. Williams, �Jacobi Pseudospectral Method for Solving Optimal Control Pro-

blems,� Journal of Guidance, vol. 27, no. 2, pp. 293�297, 2003.

[55] F. Fahroo and I. M. Ross, �Pseudospectral Methods for In�nite-Horizon Optimal

Control Problems,� Journal of Guidance, Control and Dynamics, vol. 31, no. 4,

pp. 1�10, 2008.

[56] D. Garg, M. Patterson, C. Francolin, C. Darby, G. Huntington, W. Hager, and

A. Rao, �Direct Trajectory Optimization and Costate Estimation of General Opti-

mal Control Problems Using a Radau Pseudospectral Method,� Computational Opti-

mization and Applications, vol. 49, pp. 335�358, 06 2011.

[57] G. Fraser-Andrews, �Shooting Method for the Numerical Solution of Optimal Con-

trol Problems with Bounded State Variables,� Journal of Optimization Theory and

Applications, vol. 89, no. 2, pp. 351�372, 1996.

128



[58] M. T. Davis, M. J. Robbins, and B. J. Lunday, �Approximate dynamic program-

ming for missile defense interceptor �re control,� European Journal of Operational

Research, vol. 259, no. 3, pp. 873�886, 2017.

[59] D. Ghose, U. Prasad, and K. Guruprasad, �Missile battery placement for air defense:

A dynamic programming approach,� Applied Mathematical Modelling, vol. 17, no. 9,

pp. 450�458, 1993.

[60] D. Bertsekas, M. Homer, D. Logan, S. Patek, and N. Sandell, �Missile defense and

interceptor allocation by neuro-dynamic programming,� IEEE Transactions on Sys-

tems, Man, and Cybernetics - Part A: Systems and Humans, vol. 30, no. 1, pp. 42�51,

2000.

[61] J. Sun and C. Liu, �Finite-horizon di�erential games for missile�target interception

system using adaptive dynamic programming with input constraints,� International

Journal of Systems Science, vol. 49, pp. 1�20, 11 2017.

[62] G. Xu, K. Sun, and H. Liu, �Optimal control of missile interception process based

on adaptive dynamic programming,� in 2019 Chinese Automation Congress (CAC),

pp. 1256�1260, 2019.

[63] E. Cristiani and P. Martinon, �Initialization of the shooting method via the

hamilton-jacobi-bellman approach,� Journal of Optimization Theory and Applica-

tions, vol. 146, 08 2010.

[64] J. Lin, X. Li, S. C. Hoe, and Z. Yan, �A generalized �nite di�erence method for

solving hamilton�jacobi�bellman equations in optimal investment,� Mathematics,

vol. 11, no. 10, 2023.

[65] J. Ma and J. Ma, �Finite Di�erence Methods for the Hamilton�Jacobi�Bellman

Equations Arising in Regime Switching Utility Maximization,� Journal of Scienti�c

Computing, vol. 85, no. 55, 2020.

[66] O. Bokanowsky, E. Bourgeois, A. Désilles, and H. Zidani, �Hjb approach for a multi-

boost launcher trajectory optimization problem,� IFAC-PapersOnLine, vol. 49,

no. 17, pp. 456�461, 2016. 20th IFAC Symposium on Automatic Control in Ae-

rospaceACA 2016.

[67] L. Yan, X. Chang, N. Wang, L. Zhang, W. Liu, and X. Deng, �Aerodynamic Iden-

ti�cation and Control Law Design of a Missile Using Machine Learning,� AIAA

Journal, vol. 61, no. 7, pp. 2998�3018, 2023.

129



[68] W. Li, Y. Zhu, and D. Zhao, �Missile guidance with assisted deep reinforcement

learning for head-on interception of maneuvering target,� Complex & Intelligent

Systems, vol. 8, pp. 1205�-1216, 2022.

[69] W. S. Kovalik, L. Zhai, and K. G. Vamvoudakis, �Model-free perception-based con-

trol via q-learning with an application to heat-seeking missile guidance,� in 2021

IEEE Conference on Control Technology and Applications (CCTA), pp. 1142�1147,

2021.

[70] R. Xie, X. Jin, and Q. Zhao, �Rapid Bootstrapping of Deep Reinforcement Lear-

ning with Curriculum and Imitation Strategies for Missile Guidance,� International

Journal of Aeronautical and Space Sciences, 2025.

[71] Y. Wang, P. Kai, H. Chen, K. Zhao, J. Guirao, and D. Cao, �Maneuvering pene-

tration method for missile under unknown interception strategies based on transfer

deep reinforcement learning,� Fractals, 05 2025.

[72] C. Ferro, M. Cafaro, and P. Maggiore, �Optimizing Solid Rocket Missile Trajecto-

ries: A Hybrid Approach Using an Evolutionary Algorithm and Machine Learning,�

Aerospace, vol. 11, no. 912, pp. 1�18, 2024.

[73] D. Hong, M. Kim, and S. Park, �Study on Reinforcement Learning-Based Missile

Guidance Law,� Applied Sciences, vol. 10, no. 6567, pp. 1�13, 2020.

[74] A. L. Nash and B. T. Burchett, �Euler-Lagrange Optimal Control of Indirect Fire

Symmetric Projectiles,� in AIAA Atmospheric Flight Mechanics Conference, pp. 1�

18, 2016.

[75] B. T. Burchett, �Predictive Optimal Pulse-jet Control for Symmetric Projectiles,�

in AIAA Atmospheric Flight Mechanics Conference, pp. 1�12, 2014.

[76] B. Burchett and M. Costello, �Model predictive lateral pulse jet control of an at-

mospheric rocket,� Journal of Guidance, Control, and Dynamics, vol. 25, no. 5,

pp. 860�867, 2002.

[77] H. Fenghua, M. Kemao, Y. Baoqing, and Y. Yu, �Model predictive control for a

missile with blended lateral jets and aerodynamic �ns,� in 2008 27th Chinese Control

Conference, pp. 430�434, 2008.

[78] Y. Zhang, B. Yang, X. Huo, and S. Chen, �Firing logic design for acs of missile with

pulse jets,� in 2016 Chinese Control and Decision Conference (CCDC), pp. 5596�

5601, 2016.

130



[79] E. J. Ohlmeyer, �Control of Terminal Engagement Geometry Using Generalized

Vector Explicit Guidance,� in Proceedings of the American Control Conference,

pp. 396�401, 2003.

[80] C.-K. Ryoo, H. Cho, and M. Tahk, �Optimal Guidance Laws with Terminal Impact

Angle Constraints,� Journal of Guidance, Control, and Dynamics, vol. 28, no. 3,

pp. 724�732, 2005.

[81] H. Fenghua, M. Kemao, and Y. Yu, �Firing logic optimization design of lateral

jets in missile attitude control systems,� in 2008 IEEE International Conference on

Control Applications, pp. 936�941, 2008.

[82] M. Gao, Z. Yongwei, and S. Yang, �Firing control optimization of impulse thrusters

for trajectory correction projectiles,� International Journal of Aerospace Engine-

ering, vol. 2015, pp. 1�11, 04 2015.

[83] C. T. Lawrence and A. L. Tits, �A computationally e�cient feasible sequential

quadratic programming algorithm,� SIAM Journal on Optimization, vol. 11, no. 4,

pp. 1092�1118, 2001.

[84] P. E. Gill, W. Murray, and M. A. Saunders, �Snopt: An sqp algorithm for large-scale

constrained optimization,� SIAM Journal on Optimization, vol. 12, no. 4, pp. 979�

1006, 2002.

[85] J. Nocedal, F. Öztoprak, and R. A. Waltz, �An interior point method for nonli-

near programming with infeasibility detection capabilities,� Optimization Methods

Software, vol. 29, no. 4, p. 837�854, 2014.

[86] J. Nocedal, A. Wächter, and R. A. Waltz, �Adaptive Barrier Update Strategies

for Nonlinear Interior Methods,� SIAM Journal on Optimization, vol. 19, no. 4,

pp. 1674�1693, 2009.

[87] C. Lemarechal, �A view of line-searches,� in Optimization and Optimal Control,

pp. 59�78, Springer Berlin Heidelberg, 1981.

[88] J. Moré and D. Thuente, �On line search algorithms with guaranteed su�cient

decrease,� ACM Trans. Math. Softw., vol. 20, pp. 286�307, 09 1994.

[89] A. R. Conn, N. I. M. Gould, and P. L. Toint, Trust-Region Methods. MPS-SIAM

Series on Optimization, SIAM, 2000.

[90] G. A. Schultz, R. B. Schnabel, and R. H. Byrd, �A family of trust-region-based algo-

rithms for unconstrained minimization with strong global convergence properties,�

SIAM Journal on Numerical Analysis, vol. 22, pp. 47��67, 1985.

131



[91] R. Fletcher, S. Ley�er, and C. Shen, �Nonmonotone Filter Method for Nonlinear

Optimization,� Computational Optimization and Applications, vol. 52, pp. 1�24, 11

2009.

[92] A. Wächter and L. T. Biegler, �Line search �lter methods for nonlinear program-

ming: Local convergence,� SIAM Journal on Optimization, vol. 16, no. 1, pp. 32�48,

2005.

[93] N. I. M. Gould and P. L. Toint, �SQP Methods for Large-Scale Nonlinear Program-

ming,� in System Modelling and Optimization (M. J. D. Powell and S. Scholtes,

eds.), (Boston, MA), pp. 149�178, Springer US, 2000.

[94] O. von Stryk, �Numerical Solution of Optimal Control Problems by Direct Col-

location,� International Series of Numerical Mathematics, vol. 111, pp. 129�143,

1993.

[95] H. Jiang, Y. Mei, J. Yu, J. Li, and X. Chen, �Optimization design of the trajec-

tory about gun-launched missile based on sqp,� in Proceedings of the 33rd Chinese

Control Conference, pp. 7555�7560, 2014.

[96] F. Wang and C. Dong, �Fast Intercept Trajectory Optimization for Multi-stage Air

Defense Missile Using Hybrid Algorithm,� Procedia Engineering, vol. 67, pp. 447�

456, 2013.

[97] S. Lee, H. Lee, Y. Kim, J. Kim, and W. Choi, �GPU-Accelerated PD-IPM for

Real-Time Model Predictive Control in Integrated Missile Guidance and Control

Systems,� Sensors, vol. 22, no. 12, 2022.

[98] P. Lin, J. Hou, and S. Sun, �Velocity-Constrained Trajectory Planning of Anti-ship

Missile,� in 2015 34TH CHINESE CONTROL CONFERENCE (CCC), Chinese

Control Conference, pp. 5451�5454, 2015.

[99] F. Xiao, Z. Jian, W. Zhang, T. Wang, D. Wang, and M. Chen, �An integrated

data model and its application for missile design based on hyper-graph,� in 2009

International Conference on Computers & Industrial Engineering, pp. 1526�1531,

2009.

[100] J. Chang, X. Hu, G. Zhang, and J. Xiao, �Modeling of Missile Rudder Based on

Modelica,� in 2019 14th IEEE Conference on Industrial Electronics and Applications

(ICIEA), pp. 2490�2495, 2019.

[101] S. Tamblyn, J. Henry, and E. King, �A model-based design and testing approach

for Orion GN&C �ight software development,� in 2010 IEEE Aerospace Conference,

pp. 1�12, 2010.

132



[102] M. Jackson and J. Henry, �Orion GN&C Model Based Development: Experience

And Lessons Learned,� in AIAA Guidance, Navigation, and Control Conference,

2012.

[103] X. Sun, M. Gao, X. Zhou, J. Lv, F. Tian, and Z. Qiao, �Guidance Simulation and

Experimental Veri�cation of Trajectory Correction Mortar Projectile,� IEEE Access,

vol. 9, pp. 15609�15622, 2021.

[104] W. Yang, X. Zhang, and H. He, �Unsteady numerical simulation of missile trajecto-

ries with attitude control law,� in 2017 8th International Conference on Mechanical

and Aerospace Engineering (ICMAE), pp. 576�580, 2017.

[105] M. Sharma and A. K. Gupta, �A Study And Mathematical Modeling For Autopilot

Guidance And Control In Homing Guided Missiles,� Advances and Applications in

Mathematical Sciences, vol. 19, no. 5, pp. 341�352, 2020.

[106] X. Guo, S. Zhao, P. He, and J. Xie, �Simulation Analysis and Improved Design of the

Control System of a Certain Missile,� in Communications, Signal Processing, and

Systems (Q. Liang, J. Mu, W. Wang, and B. Zhang, eds.), (Singapore), pp. 899�907,

Springer Singapore, 2018.

[107] Y.-c. Chen, X.-b. Gao, M. Gao, and D. Fang, �An Optimal Missile Autopilot Design

Model,� International Journal of Enterprise Information Systems, vol. 14, no. 1,

pp. 104�110, 2018.

[108] J. Yang, X. Wang, S. Baldi, S. Singh, and S. Farì, �A software-in-the-loop imple-

mentation of adaptive formation control for �xed-wing UAVs,� IEEE/CAA Journal

of Automatica Sinica, vol. 6, no. 5, pp. 1230�1239, 2019.

[109] A. Tullu, S. Jung, S. Lee, and S. Ko, �E�ects of Model-Speci�c Parameters on the

Development of Custom Module in PX4 Autopilot Software-in-the-Loop,� Interna-

tional Journal of Aerospace Engineering, vol. 2025, no. 1, pp. 1�18, 2025.

[110] E. H. Kapeel, M. A. H. Abozied, A. M. Kamel, and H. Hendy, �Evaluation of Mis-

sile Terminal Guidance Using Software in Loop (SIL),� in 2020 12th International

Conference on Electrical Engineering (ICEENG), pp. 389�395, 2020.

[111] A. Kaviyarasu, A. Saravanakumar, and K. Elumalai, �Software in the loop simula-

tion of formation �ying of multi rotor uav,� in 2019 International Conference on

Intelligent Sustainable Systems (ICISS), pp. 336�340, 2019.

[112] S. Jain, O. Halbe, K. Sachan, V. Thenignaledathil, S. C, and A. Nayak, �Software-

In-The-Loop Simulation for Low-Speed, High-Altitude Platform,� in 2024 IEEE

Space, Aerospace and Defence Conference (SPACE), pp. 930�934, 07 2024.

133



[113] D. Kumar and G. Kumaresan, �Processor-in-Loop Simulation for Formation Flying

of Multiple Unmanned MAVs,� IFAC-PapersOnLine, vol. 49, no. 1, pp. 688�693,

2016. 4th IFAC Conference on Advances in Control and Optimization of Dynamical

Systems ACODS 2016.

[114] B. Elsayed, A. Ouda, Y. Zakaria, E. Gamal, and G. Elnashar, �Autopilot Imple-

mentation Synthesis via Processor-in-Loop Test,� in International Conference on

Aerospace Sciences and Aviation Technology, 2017.

[115] M. Mammarella and E. Capello, �Tube-Based Robust MPC Processor-in-the-

Loop Validation for Fixed-Wing UAVs.,� Journal of Intelligent & Robotic Systems,

vol. 100, pp. 239�-258, 2020.

[116] E. Tramacere, S. Luciani, S. Feraco, A. Bon�tto, and N. Amati, �Processor-in-the-

loop architecture design and experimental validation for an autonomous racing ve-

hicle,� Applied Sciences, vol. 11, no. 16, 2021.

[117] K. Saulnier, D. Pérez, R. Huang, D. Gallardo, G. Tilton, and R. Bevilacqua, �A six-

degree-of-freedom hardware-in-the-loop simulator for small spacecraft,� Acta Astro-

nautica, vol. 105, no. 2, pp. 444�462, 2014.

[118] S. B. Mobley and J. P. Gareri, �Hardware-in-the-loop simulation (HWIL) facility

for development, test, and evaluation of multispectral missile systems: update,� in

Technologies for Synthetic Environments: Hardware-in-the-Loop Testing V (R. L. M.

Jr., ed.), vol. 4027, pp. 11 � 21, International Society for Optics and Photonics, SPIE,

2000.

[119] J. A. Ray, G. A. Larson, and J. E. Terry, �Hardware-in-the-loop support of the

Longbow/HELLFIRE modular missile systems preplanned product improvement

program,� in Technologies for Synthetic Environments: Hardware-in-the-Loop Te-

sting VI (R. L. M. Jr., ed.), vol. 4366, pp. 82�90, 2001.

[120] J. Kiesbye, D. Messmann, M. Preisinger, G. Reina, D. Nagy, F. Schummer, M. Mo-

stad, T. Kale, and M. Langer, �Hardware-in-the-loop and software-in-the-loop te-

sting of the move-ii cubesat,� Aerospace, vol. 6, no. 12, 2019.

[121] National Imagery and Mapping Agency (NIMA), �Department of Defense World

Geodetic System 1984: Its De�nition, and Relationship with Local Geodetic Sys-

tems, TR8350.2, Third Ed.,� tech. rep., Department of Defence, Washington, DC,

1997.

[122] J. Leyko, Mechanika Ogólna: Dynamika Tom 2. Warszawa: Wydawnictwo Naukowe

PWN, 2010.

134



[123] M. R. Napolitano, Aircraft Dynamics, From Modeling to Simulation. Hoboken: John

Wiley & Sons, 2012.

[124] P. H. Zipfel, Modeling and Simulation of Aerospace Vehicle Dynamics. American

Institute of Aeronautics and Astronautics (AIAA), 2007.

[125] B. L. Stevens, F. L. Lewis, and E. N. Johnson, Aircraft Control and Simulation, 3rd

Edition. John Wiley & Sons, 2016.

[126] W. T. Thomson, �Equations of motion for the variable mass system.,� AIAA Jour-

nal, vol. 4, no. 4, pp. 766�768, 1966.

[127] T. C. Mao and F. O. Eke, �Attitude Dynamics of a Torque-Free Variable Mass

Cylindrical Body,� The Journal of the Astronautical Sciences, vol. 48, no. 4, pp. 435�

448, 2000.

[128] H. Irschik, Dynamics of Mechanical Systems with Variable Mass. Springer, 2014.

[129] Military Handbook, �Missile Flight Simulation, Part One, Surface-to-Air Missiles,�

tech. rep., Department of Defence, USA, 1995.

[130] D. Allerton, Principles of Flight Simulation. John Wiley & Sons, 2009.

[131] R. Gutowski, Mechanika Analityczna. Warszawa: Pa«stwowe Wydawnictwo Na-

ukowe, 1971.

[132] D. J. Diston, Computational Modelling and Simulation of Aircraft and the Environ-

ment, Volume 1: Platform Kinematics and Synthetic Environment. United King-

dom: John Wiley & Sons, 2009.

[133] Arrow Tech, �PRODAS V3 Technical Manual,� tech. rep., Arrow Tech, Vermont,

USA, 2010.

[134] M. Jacewicz, P. Lichota, D. Miedzi«ski, and R. Gª¦bocki, �Study of model uncer-

tainties in�uence on the impact point dispersion for a gasodynamicaly controlled

projectile,� Sensors, vol. 22, no. 9, 2022.

[135] Analog Devices, �ADIS16467: Precision MEMS IMU Module Data Sheet (Rev.C),�

2017.

[136] M. Jacewicz, D. Miedzi«ski, G. Chmaj, and R. Gª¦bocki, �Model-Based Develop-

ment of Autopilot for a Gasodynamically Controlled High-Speed Unmanned Aerial

Vehicle,� Journal of Automation, Mobile Robotics and Intelligent Systems, vol. 19,

p. 8�25, Jun. 2025.

135



[137] C.-D. Yang and C.-C. Yang, �Analytical solution of generalized 3D proportional

navigation,� in Proceedings of 1995 34th IEEE Conference on Decision and Control,

vol. 4, pp. 3974�3979, 1995.

[138] F. P. Adler, �Missile Guidance by Three-Dimensional Proportional Navigation,�

Journal of Applied Physics, vol. 27, pp. 500�507, 05 1956.

[139] I. Moran and D. T. Altilar, �Three Plane Approach for 3D True Proportional Navi-

gation,� in AIAA Guidance, Navigation, and Control Conference and Exhibit, vol. 8,

2005.

[140] R. O»óg, M. Jacewicz, and R. Gª¦bocki, �Modi�ed Trajectory Tracking Guidance

for Artilery Rocket,� Journal of Theoretical and Applied Mechanics, vol. 58, no. 3,

pp. 611�622, 2020.

[141] M. Jacewicz and R. Gª¦bocki, �Parametric Study of Guidance of a 160-mm Projec-

tile Steered with Lateral Thrusters,� aerospace, vol. 7, no. 61, pp. 1�27, 2020.

[142] R. V. Jategaonkar, Flight Vehicle System Identi�cation: A Time Domain Methodo-

logy. Institute of Flight Systems - German Aerospace Center, AIAA, 2015.

[143] D. Miedzi«ski, K. Kaczmarek, P. Rodo, N. Sahbon, M. Sochacki, and M. �ukasie-

wicz, �Missile aerodynamics model identi�cation using �ight data,� in 2023 IEEE

Aerospace Conference, pp. 1�12, 2023.

[144] H. Oberle and W. Grimm, �BNDSCO: A Program for the Numerical Solution of

Optimal Control Problems,� tech. rep., DFVLR, 01 1989.

[145] A. Wächter, �Short tutorial: Getting started with ipopt in 90 minutes,� in Combi-

natorial Scienti�c Computing, vol. 9061, pp. 1�17, 2009.

[146] A. Wächter and L. T. Biegler, �On the implementation of an interior-point �lter

line-search algorithm for large-scale nonlinear programming,� Mathematical Pro-

gramming, vol. 106, pp. 25�57, 2006.

[147] A. Walther, A. Griewank, �Adol-c: A package for the automatic di�erentiation of

algorithms written in c/c++,� 2016.

[148] A. Walther, �Getting Started with ADOL-C,� in Combinatorial Scienti�c Compu-

ting (U. Naumann, O. Schenk, H. D. Simon, and S. Toledo, eds.), vol. 9061 of Dag-

stuhl Seminar Proceedings (DagSemProc), (Dagstuhl, Germany), pp. 1�10, Schloss

Dagstuhl � Leibniz-Zentrum für Informatik, 2009.

136



[149] A. Griewank and A. Walther, �Evaluating derivatives - principles and techniques

of algorithmic di�erentiation, Second Edition,� in Frontiers in applied mathematics,

2000.

[150] S. Forth, �An e�cient overloaded implementation of forward mode automatic di�e-

rentiation in MATLAB,� ACM Trans. Math. Softw., vol. 32, pp. 195�222, 06 2006.

[151] D. Oddenino, �AUTOCODING WORKING GROUP Automatic Code Generation

for AOCS Flight SW,� 2018.

[152] N. N. Moiseev, Elementy teorii systemów optymalnych. Warszawa: Wydawnictwa

Naukowo-Techniczne, wyd. i. ed., 1983.

[153] R. Pytlak, Numerical Methods for Optimal Control Problems with State Constraints.

Lecture Notes in Mathematics: 1707, Springer, 1999.

[154] R. Pytlak, Interactive computer environment for solving optimal control problems -

IDOS. BEL Studio Sp. z o.o., 2012.

137



Spis rysunków

3.1 Pocisk rakietowy kalibru 122 mm M-21 FHD FENIKS . . . . . . . . . . . . 27

3.2 Rakietowa Platforma Testowa kalibru 122 mm ORION . . . . . . . . . . . 28

3.3 Gazodynamiczny moduª steruj¡cy rakiety RPT ORION . . . . . . . . . . . 28

3.4 Metodyka rozwi¡zania problemu badawczego . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.1 Ukªady wspóªrz¦dnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.2 De�nicja aerodynamicznych k¡tów napªywu . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.3 Schemat blokowy modelu symulacyjnego opracowany w ±rodowisku Simulink 49

5.1 Ci¡g silnika gªównego w funkcji czasu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.2 Wspóªczynniki aerodynamiczne wykorzystywane w modelu symulacyjnym

w funkcji liczby Macha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.3 Ci¡g silnika korekcyjnego w funkcji czasu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.4 Pionowy pro�l wiatru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.5 Wyniki symulacji wery�kuj¡cej poprawno±¢ modelu . . . . . . . . . . . . . 61

5.6 Porównanie danych nawigacyjnych przed i po algorytmie ekstrapolacji . . . 62

5.7 Wyniki symulacji wery�kuj¡cej poprawno±¢ implementacji algorytmu ste-

rowania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.8 Przebieg odlegªo±ci do celu w czasie (góra) oraz historia odpale« silników

korekcyjnych (dóª) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.9 Dane telemetryczne z lotu RPT ORION nr 011 . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.10 Dane telemetryczne z lotu RPT ORION nr 014 . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.11 Wyniki dopasowania modelu po identy�kacji charakterystyk aerodynamicz-

nych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.12 Porównanie trajektorii rzeczywistej z symulacj¡ po procesie identy�kacji . . 72

5.13 Dyspersja miejsc upadku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.1 Parametry steruj¡ce podlegaj¡ce optymalizacji . . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.2 Wyniki porównania wpªywu nie uwzgl¦dniania zmian charakterystyk bez-

wªadno±ciowych ukªadu sterowania na lot rakiety . . . . . . . . . . . . . . 75

6.3 Kawaªkami staªa dyskretyzacja parametrów steruj¡cych . . . . . . . . . . . 76

6.4 Wyniki porównania dziaªania modeli symulacyjnych w ±rodowisku Simulink

i j¦zyku C++ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.5 Schemat procedury optymalizacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

6.6 Wyniki optymalizacji bezpo±redniej dla przypadków 1 oraz 3 . . . . . . . . 85

6.7 Wyniki optymalizacji po±redniej dla przypadków 1 oraz 3 . . . . . . . . . . 90

7.1 Transformacja parametrów steruj¡cych z ukªadu kartezja«skiego (a) do bie-

gunowego (b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

7.2 Wykres przedstawiaj¡cy wyznaczanie czasów odpale« kolejnych silników

korekcyjnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

138



7.3 Wykres przedstawiaj¡cy wyznaczanie kierunków odpale« kolejnych silników

korekcyjnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

7.4 Korekta czasu odpalenia silnika korekcyjnego . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

7.5 Trajektorie referencyjna, optymalna i dyskretna oraz bª¡d wynikaj¡cy z

dyskretyzacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

7.6 Siªa generowana przez dyskretny ukªad sterowania w czasie lotu . . . . . . 98

8.1 Procedura generacji bazy danych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

8.2 Trajektorie lotu uzyskane pod wpªywem dziaªania dyskretnego ukªadu ste-

rowania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

8.3 Rozrzut punktów tra�enia trajektorii z bazy danych . . . . . . . . . . . . . 102

8.4 Bª¡d tra�enia trajektorii z bazy danych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

8.5 Liczba u»ytych silników korekcyjnych dla trajektorii z bazy danych . . . . 103

8.6 Wyniki rozrzutu dla przypadku niesterowanego . . . . . . . . . . . . . . . . 106

8.7 Wyniki rozrzutu dla przypadku sterowanego 32 silnikami z algorytmem PNG107

8.8 Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku sterowanego 32 silnikami z

algorytmem PNG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

8.9 Wyniki rozrzutu dla przypadku bez przeª¡czania algorytmów . . . . . . . . 109

8.10 Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku bez przeª¡czania algorytmów 109

8.11 Wyniki rozrzutu dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci 500 metrów . . . 110

8.12 Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci 500

metrów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

8.13 Wyniki rozrzutu dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci 1000 metrów . . 111

8.14 Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci

1000 metrów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

8.15 Wyniki rozrzutu dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci 1500 metrów . . 112

8.16 Zu»ycie silników korekcyjnych dla przypadku przeª¡czenia na wysoko±ci

1500 metrów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

8.17 Wyniki rozrzutu dla ró»nych przypadków wielko±ci bazy danych . . . . . . 114

8.18 Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 64 silników korekcyjnych . . . . . . . 115

8.19 Ilo±¢ wykorzystanych silników korekcyjnych przy 64 dost¦pnych . . . . . . 116

8.20 Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 96 silników korekcyjnych . . . . . . . 117

8.21 Ilo±¢ wykorzystanych silników korekcyjnych przy 96 dost¦pnych . . . . . . 117

8.22 Wyniki rozrzutu przy wykorzystaniu 128 silników korekcyjnych . . . . . . . 118

8.23 Ilo±¢ wykorzystanych silników korekcyjnych przy 128 dost¦pnych . . . . . . 119

Spis tabel

5.1 Charakterystyki bezwªadno±ciowe rakiety ORION . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2 Poªo»enie oraz kolejno±¢ uruchamiania silników korekcyjnych . . . . . . . . 56

139



5.3 Charakterystyki bezwªadno±ciowe pojedynczego silnika korekcyjnego . . . . 57

5.4 Parametry modelu akcelerometrów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.5 Parametry modelu giroskopów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6.1 Warto±ci zaburze« parametrów modelu rakiety . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.2 Wyniki optymalizacji bezpo±redniej dla funkcji kosztu J1 . . . . . . . . . . 83

6.3 Wyniki optymalizacji bezpo±redniej dla funkcji kosztu J2 . . . . . . . . . . 84

6.4 Sumaryczne wyniki optymalizacji bezpo±redniej J1 + J2 . . . . . . . . . . . 84

6.5 Wyniki optymalizacji po±redniej dla funkcji kosztu J1 . . . . . . . . . . . . 89

6.6 Wyniki optymalizacji po±redniej dla funkcji kosztu J2 . . . . . . . . . . . . 89

6.7 Sumaryczne wyniki optymalizacji po±redniej J1 + J2 . . . . . . . . . . . . . 90

7.1 Wyniki dziaªania algorytmu dyskretyzacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

7.2 Wynikowe bª¦dy tra�enia po optymalizacji wyników dyskretyzacji . . . . . 99

8.1 Momenty przeª¡czania mi¦dzy algorytmami . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

Spis algorytmów

7.1 Dyskretny algorytm sterowania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

7.2 Fizyczny model silnika korekcyjnego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

8.1 Zapis trajektorii wznosz¡cej do pami¦ci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

8.2 Wybór najlepiej pasuj¡cej trajektorii referencyjnej . . . . . . . . . . . . . . 105

8.3 Przeª¡czanie mi¦dzy algorytmami sterowania . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

8.4 Naprowadzanie metod¡ nawigacji proporcjonalnej z wykorzystaniem silni-

ków korekcyjnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

140


